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উচ্চ-মাধ্যধিক ব্রিকোণধিতি 
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জীভূপেন্দ্ৰচন্দ্ৰ দাস, এম. এস্‌-লি. 
ও 
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ভূমিকা 

ইংরাজী ভাষাতে লেখা আমাদের Intermediate Trigonometry 
কতকগুলি বৈশিষ্ট্যের জন্য বহু অধ্যাপকের সমাদর ও সহানুভূতি লাভ 
করিয়াছে | আমরা তাহাদের আন্তরিক ধন্যবাদ জানাইতেছি। দুই-তিন 
বৎসর যাবৎ কতিপয় শিক্ষকমহীশয় আমাদের পূর্বোক্ত পুস্তক উচ্চ-মাধ্যমিক 
বিদ্যালয়ের উচ্চ শ্রেণীতে ব্যবহার করিতেছেন। তাহাতে ছাত্রছাত্রীদের কিছুটা 
অন্গুবিধা হইতেছিল | সেজন্য আমরা আমাদের ইংরাজীতে লেখা Inter- 
mediate Trigonometry উচ্চ-মাধ্যমিক বিদ্যালয়ের নবম, দশম ও একাদশ 
শ্রেণীর ছাত্রছাত্রীদের সুবিধার জন্য বাংলায় 88414 করিয়া এবং পাঠ্যতালিকা- 
অনুযায়ী সাজাইয়া বাহির করিলাম। আশা করি, ইংরাজী ভাষায় লেখা 
বইখানির মত এই বইখানিও শিক্ষকমহাশয় ও ছাত্রছাত্রীদের নিকট সমাদর 
লাভ করিবে | 


এই অনুবাদকাৰ্ধে আমাদের ছাত্রী অধ্যাপিকা জ্যোতি চৌধুরী এম. এস-সি. 
আমাদের বিশিষ্ট ভাবে সাহায্য করিয়া আমাদের কতজ্ঞতাপাশে আবদ্ধ 
করিয়াছে।  বইখানির প্রকাশের কার্যে আমাদের আর একজন ছাত্রী শ্রীমতী 
কল্পনা সরকার বি. এস-পি, এবং একজন ছাত্র শ্রীমান দ্বিজেন্দ্রনাথ ধর বি. এল, 
আমাদের বন্ুপ্রকারে সাহায্য করিয়াছে । ©7199 তাহাদের অশেষ ধন্তবাদ 
দিতেছি। 


নানাপ্রকার কৰ্ণে ব্যস্ত থাকা সত্বেও কে. পি. 54 প্রিটিং ওয়ার্কস্‌-এর কর্তৃপক্ষ 


448544 আমাদের বইখানি অতি অল্পসময়ের মধ্যে মুদ্রিত করিয়া দিবার জন্য 
আমরা তাহাদের কাছেও কৃতজ্ঞ। 


কলিকাতা ভূপেন্দ্ৰচন্দৰ দাস 
১৫ই ডিসেম্বর, ১৯৬২ ভোলানাথ মুখোপাধ্যায় 


Syllabus tor the Higher Secondary Course 
TRIGONOMETRY 


Class IX 
[ Chapters I—IV, pages 1—49 ] 


Measurement of angles in degrees, minutes, seconds and in 
radians. Definition of trigonometrical ratios of an acute angle. 
Trigonometrical ratios of the standard angles—0°, 30°, 45°, 60°, 
90°, (undefined values such ав tan 90°, cot 0° to be excluded). 
Simple identities connecting the ratios of an angle immediately 
derivable from a right-angled triangle. Trigonometrical ratios 
of complementary angles. 


Баву problems on heights and distances reducible to 
the solution of right-angled triangles involving the standard 
angles above. 

Class X 
[ Chapters V—X, pages 50—115 1 


Trigonometrical ratios of any angle; Trigonometrical ratiog 
of angles associated with a given angle ; Addition and subtraction 
formule ; Transformation of products and sums; Multiple and 
sub-multiple angles. 


Class XI 
L Chapter XI—end 1 

Graphs of simple trigonometric functions. 

Trigonometrie equations and general values ; Inverse Circular 
Functions. ў 

Relations between sides and angles of a triangle ; In-radius, 
cireum-radius and area of a triangle; Practical solution of a 
triangle with the help of logarithms ; Simple problems of heights 
and distances. 


অধ্যায় 
১। কোণ-পরিমাপন (Measurement of angles) 
২। স্ুন্মকোণের ত্ৰিকোণমিতিক কোণান্গপাত 
(Trigonometrical ratios of acute angles) 

e| কয়েকটি বিশিষ্ট কোণের কোণানুপাত 
(Trigonometrical ratios of some standard angles) 

в | উচ্চতা ও দূরত্ববিষয়ক সহজ প্রশ্নাবলী 
(Еазу problems on heights and distances) 

e| প্ৰদত্ত কোণ 9-র সহিত সংশ্লিষ্ট কোণসমূহের কোণানুপাত 
(Trigonometrical ratios of angles associated with 

a given angle 0) 

e| যৌগিক কোণ (Compound angles) 

41 কোণান্থপাতের গুণফল ও সমষ্টির রূপান্তর 
(Transformation of products and sums) 

v| গুণিতক কোণ (Multiple angles) 

31 অংশ কোণ (Sub-multiple angles) . 
se ত্রিকৌণমিতিক অভেদ (Trigonometrical Identities) >. 
১১। ত্ৰিকোণমিতিক সমীকরণ ও সাধারণ মান 

(Trigonometrical equations and general values) 
১২ | বিপরীত-বৃত্তীয় অপেক্ষক (Inverse circular functions) 
уо | ত্রিভুজের ধর্ম (Properties of triangles) 
১৪ | লগারিদ্ম্‌ (Logarithms) 
se | ত্রিভুজের সমাধান (Solution of triangles) 
১৬ | উচ্চতা ও দূরত্ব বিষয়ক সরল প্রশ্নাবলী 


সপ 


(Simple problems on heights and distances) 


১৭. 


৩১ 


8° 


১০৭ 
১১৬ 


১৩২ 
১৪২ 
১৬৪ 
১৮৪ 


২০০ 


yi 
অধ্যায় পৃষ্ঠা 
১৭। ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ ঢ় ডু ২০৮ 
(Graphs of trigonometric functions) 
পরিশিষ্ট (A ppendix) 
: উচ্চ মাধ্যমিক প্রশ্নাবলী 
’ লগারিদৃম্‌ ও অন্যান্য তালিকা (Tables) 


২৩২ 
২৪৪ 
২৪৯ 


Greek letters used in the book у 
а (Alpha) B (Bëta) % (Gamma) 
5 (Delta) 0 (Theta) л (Pai) ` 
Ф (Phai) (Psi) A (Delta) 


> 


IMPORTANT FORMULA: AND RESULTS 


І. A radian=57° 17' 448" nearly. 


1 degree = "01745 radians nearly. 
2 right angles = 180° 
n=% 81416 approximately. 


— radians. 


Radian measure of an angle at the centre of a circle 


— Subtending arc, 
radius 


= 


. віһп?04-сов70-1; 0569 ien 0 
sec?0 ] -tan20; 2 
A сов 
cosec?0 = 1 + cot20. তি ot 0 
Ш. sin 0-0; cos 021; tan 0°=0. 


EON ; cos 15° a 


МЗ. КАШЫ; 
соз 80° I B tan 30 73 


сов 45° = x 5 tan 45^ — 1. 
cos 60° = i; tan 60° = 4/8. 
cos P ন tan 90° = œ, 


; tan 15°=9- ৬৪. 


а 
2/2 ;tan 75 =2+ ABE 


;cos 75°= 


sin 18=30 pe 1) ; cos 86" = $( V5 +1). 


sin 30°= 2; 
sin 45 =p ; 
TOWER 

sin 60 — о} 
sin 90° = 5 Я 
sin 15°= 
sin 75°= B1. 
sin 120° 5৯৪ 
sin 180°=0; 

. sin 970%- = 1; 
sin 360° =0 


cos 120°= — 2. 


cos 180°= —1 ; tan 180°=0. 
cos 270°=0; tan 970°= =. 
cos 360°=1; tan 360*—0. 


viii 


IV. 


VI. 


VII. 


উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


sin (9) — sin Ө; cos ( — 0)= cos 0; tan (—0)= —tan 9. 


sin (90° — 0)= cos ө; sin (90° + 0)= cos 0. 
cos (90° —0)=sin 0 ; cos (90° + 0)= — sin 0. 
tan (90° —6) = ০০৪০ ; tan (90° + 0)= — cot 0. 


sin (180°—0)=sin Ө; sin (180° +0)= — sin 0. 
cos(180°—0)= —cos 0; cos (180° + 0) = — cos Ө. 
tan (180°—0)= —{ап@; tan (180°+0)=tan Ө. 

Y 


sin all 
(positive) (positive) 


х' ০ x 
tan cos 
(positive) (positive) 
ү! 
sin (А + B)=sin А cos B+cos А sin В 
sin (4 — B)=sin А cos B — cos A sin B 
cos (4 + В) = cos A cos B — sin A sin В 
cos (А — В) = cos А cos B + sin A sin В 
р = tam А+ бап В 
ডি 2; l—tan A tan B 
— p)= fan A- tan В 
tan (4-5) 1+tan A tan В 
tan (A+ B+ O) 


= tan A+tan B- tan C-tan A tan B tan C 
l-tan B tan C-tan Ct 
2 sin A cos В=зш (4 + B) * sin (4- B) 
2 сов A sin B=sin (A+ B) - sin (А-В) 
2 сов А cos B = cos (4 + В) + cos (4- B) 
2 sin A sin В = cos (A — В) — cos (4 + p). 


sin C * sin D=2 sin 


C+D C-D 
By ETE 


+ 
sin 0- sin D=2 cos Sn 


an 4—tan A tan B 


< 


f 


—— af 
se, 


উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


& 2 cos Gap 


cos C t cos D=2 cos 


2 2 
cos C — cos D —2 sin 952 sin poe 


VIII. sin 24—2 sin A cos А 
cos 24 = ০০৪%4 — sin*4—1-—2 91024 = 2 cos?4 - 1 


2 tan A 
tan 2A = নিন 

2 tan À . од l= tan" À 
sin 24 = GU 34: cos 24 TF tansy 


1-сов 94-9 ৪1024 } 
1+cos RS ০০৪৭4 

— сов 94. 
1+cos 24 


ІХ. sin 34-3sin 4-4sin*A , 
cos 84 = 4 cos?4 — 8 cos A 


3 tan A — tan? А 
1-3 6024 


tan 24-1 


tan 34 =- 


ынс ылд! 0 
X. sin 0=2 sin g cos g 


rinm 
cos 0 = cos? $.—sin*Ó =9 00578 —1=1- এ sin? Š 
0 
2 tan 2 
Бад О রত 
1-tan 9 
20 
2 tant 1-tan*5 
sin 9৯5 0 cos 0 =—— 5 
1+tan 2 1+tan* 2 


২73 


2 


উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


XI. If sin 0=sin a, then 9 —z + ( — 1)"a. 
If cos 0= соз a, then 0— 9nz a. ` 
If tan 0 == tan a, then 0 7^ nz +a. 
If sin 0 —0, or, tan 0—0, 0 = xx. 


If cos 0 = 0, or, cot 0 = 0, ৪= (2n. 1) 5- 


If sin 0=1, 0 = (4m + 1) Š ; if sin 0 = —1, 9= (4m -1) 5* 


If cos 0 =], ০ = 2ma ; if cos 0 = = 1, 0 = (9m + 1)a. 
XII. sin^*z-cos *#=42 
tan "z4d- cot tx=42 
sec "c ০০৪60 “B= ttn 


tan` te + tan ty = tan 21У. 
dar es 1 — 27 


tan lz -tan ty = tan t 27 
1 + z7/ 


ian 12 + tan у + tan tz=tan 21912202. 
1—02 — zm — ту | 
sin ^ztsin !y-sin^* fe J/1—42-- y /1—х?} 
cos "mcos *y=cos t fey += „/1 x3. JI- у}. 
XIII. loga mm = 1026 m+ loga n T 
m 
1082. $5 =loga m —loga т; loga m" = п loga m; 
loga ? = loge m X loga 5; loga 1=0; 1082 a= 1. 
Bs ONS TOON 
XIV. Gin A sn BE sss 


‚‚ 0? +с2-а?. 
СОН A Ed 


9bc 

2 2 2 
с°+а°—Ь°. 
cos B.= 200 ঠ 
2 à. jg 

a^ Tb^-c 
008.0 == 835; 


2900 


উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


a=b cos C+ c cos В. 
b= с cos Á +a cos C. + 
c= a cos B + b сов A. 
А Jf(s-bYys-c) 
5729 bc 
42512) 

bc 


9. 
А . /(s=b)(s=c) 
pan 2 s(s — a) 


| 20117113744 
sin A= bc ,5-а%-50-0- 22 


sin 


sin B = 2 Лаза) B=) = 24 


5 

sin G - 2. এন 9-৮৩-9-%, | 
AN = рс sin А = са sin В =šab sin C | 
= ,/s(s—a)(s—b)(s—c), where 295 = +b * c 


_ абс. 


wn T ` —— e 


По А авы BESSON 


r= © =4R sin 34 sin 3B sin #0 


= (s — a) tan 24 = ($- b) tan 4B=(s—c) tan $C. 


71 =“ =4R sin $A cos $B cos 30 
=s tan $A, 

foe SS cos ФА sin $B cos $C 
=s tan 3B. 

rs =-—=4R cos &А cos $B "n 


=s tan 20. 


xii উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


IMPORTANT RESULTS 
1. If A+B+C=z, then 
G) sin A+sin B+sin C=4 cos $4 cos $B cos 20. 
(ii) cos А+ соз В+ соз C=1+4 sin $4 sin 3B sin 1C. 
(ii) бал A+tan B--tan C —tan A tan B tan C. 
(iv) sin 24 + sin 2B +sin 20-4 sin A sin B sin C. 
(v) cos 24 + cos 2B + cos 90 = -4 cos А cos В cos C - 1. 
(vi) cos*A + cos* B + cos + 9 cos A сов В cos C= 1: 


(vii) cot В cot C+cot О cot А+ соё A cot В=1. 

(viii) sind + sin 2 +sin g 

B+G 
n- 8 


=1+4 sin 


ОАВ АБВ 
in sin ৫ 


4 4 
হি i 
(ix) соз 2 +сов 2 + сов 5 


=4 сері 2520) с 


C+A A+B 
ов 4০০৪২ দু 


B.C 01574 Аав 
(х) tan ә tan g + tan 9 tan 5 tan টা tan ç =1. 


171710418৮1 
(zi) cot 2 teot + cot 2 =cot 2 cob cot গু" 


2. De 91; Гу ৩০৪ ৪০177818091. 
40 0 050 650 0 

8. Area of a circle of radius r=ar?, 
Perimeter of a circle of radius 7 = 9%7, 


উচ্চমাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


প্রথম অধ্যায় 


কোণ-পরিমাপন 


11. 'fegewlelfzife—«2 নাম হইতে স্পষ্টই বুঝিতে পারা যায় যে, 
ত্রিভুজ-সম্পর্কীয় পরিমাপনের পদ্ধতি ইহার বিষয়বস্তু ছিল। বর্তমানে ইহার 
ক্ষেত্র বিস্তৃত হইয়াছে, কেবল ত্রিভুজের কোণই নহে, অন্য যে-কোন কোণ- 
সম্পর্কীয় পরিমাপন-পদ্ধতি ইহার বিবয়বস্তর অঙ্গীভূত হইয়াছে। : 

12. сее (= ক্ল (Trigonomerical Angles). 

জ্যামিতিতে কোণের সংজ্ঞা ছিল নিম্নলিখিত রূপ £_ দুইটি সরলরেখা 
পরস্পর ছেদ করিলে একটি কোণ উৎপন্ন করে; এই কোণের মান 0° ডিগ্রি ও 
360° ডিগ্রির মধ্যে থাকিবে এবং এই মান-অনুযায়ী ইহা sü (acute), স্থূল 
(obtuse) অথবা প্রবৃদ্ধ (reflex) কোণ 52041 জ্যামিতিতে কোণকে সৰ্বদা 
ধনাত্মক হিসাবে গণ্য কর! হইয়াছে এবং এখানে ANAF কোণ সম্পূর্ণ অর্থহীন | 
কিন্তু, ত্রিকোণমিতিতে কোণের সংজ্ঞা আরও ব্যাপকভাবে কল্পনা করা হইয়াছে | 

ভ্রিকোণমিতিতে কোণের উৎপত্তি কল্পনা করা হইয়াছে একটি সরলরেখার 
আবর্তনের ফলে; এই রেখা আবর্তনের প্রারম্ভে প্রদত্ত কোণের একটি বাহুর 
সহিত মিশিয়া থাকিবে; এখন ইহার একটি প্রান্তবিন্দু স্থির রাখিয়া সেই 
অবস্থান হইতে আবর্তন করিতে হইবে,_ আবর্তন করিতে করিতে অবশেষে 
যখন এই রেখার অবস্থান প্রদত্ত কোণের অপর বাহুর সহিত মিশিয়া যাইবে, 
তখনই বলা হয় আবর্তনকারী রেখাটি এ নির্দিষ্ট কোণটি উৎপন্ন করিল | 

দৃষ্টান্তস্বরূপ বলা যায় যে, একটি সরলরেখা ইহার প্রথম অবস্থান OX হইতে 
ঘড়ির কাটার বিপরীতমুখী আবর্তনের ফলে xop সুন্মকোণটি উৎপন্ন 
করিয়াছে। সরলরেখাটি আবর্তন আরম্ভ করিয়া ঘুরিতে ঘুরিতে পুনরায় যখন 
ইহার প্রথম অবস্থানের সহিত মিশিয়া যাইবে তখনই একটি আবর্তন সম্পূর্ণ 
হইল। একটি সরলরেখা 0সু-অবস্থান হইতে আরম্ভ করিয়া ও ঘড়ির কাটার 
বিপরীত দিকে fasi একটি আবর্তন সম্পূর্ণ করিবার পর পুনরায় ঘুরিয়া OQ- 
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অবস্থানে আসিলে উৎপন্ন কোণটি পাচ সমকোণ অপেক্ষা বৃহত্তর হইবে । এক্ষণে 
আবর্তন ঘড়ির কাটা যেদিকে ঘোরে, সেদিকে অথবা! বিপরীত দিকে হইতে 


পারে। Basia রেখার ঘড়ির কাটার বিপরীতমুখী আবর্তনের 
ফলে উৎপন্ন কোণকে ধনাত্মক কোণ বলিয়। অভিহিত কর! হইয়া 
থাকে। ঘড়ির কাটার দিকে আঁবর্তনের কলে উৎপন্ন কোণকে 
খণাত্মক কোণ afer অভিহিত করা হয়। (0195444, KOR কোণকে 
প্রথম অবস্থান OX হইতে ঘড়ির কাটার গতির দিকে মাগিলে উহা খণাত্মক 
কোণ হইবে | 


ত্ৰিকোণমিতিক কোণের পরিমাপ কোনরূপ সীমাবদ্ধ নয়; ইহা! 
ধনাত্মক 41 খণা ত্বক উভয় প্রকারের হইতে পারে। 


OX আবর্তনকারী রেখার প্রথম অবস্থান; এক্ষণে XO কে X পর্যন্ত 
বর্ধিত করা হইল এবং YOY উহার সহিত ay টানা হইল। এইরূপে слав 
চারিটি পাদে (Quadrant) বিভক্ত হইল ; XOY প্রথম পাদ, YOX' দ্বিতীয় 
পাদ, X'OY' তৃতীয় পাদ এবং VOX চতুর্থ পাদ। +920° ডিগ্রির কোণ 
উৎপন্ন করিতে হইলে আবর্তনকারী রেখাটিকে দুইটি আবর্তন সম্পূর্ণ করিতে 
হইবে; যাহার ফলে 9 x 360°=790° ডিগ্রির কোণ উৎপন্ন হইবে; অতঃপর 
আবর্তনকারী রেখাটিকে আরও 200° ডিগ্রির’ কোণ উৎপন্ন করিতে হইবে, 
এবং ইহার শেষ অবস্থান হইবে তৃতীয় পাদে। অনুরূপভাবে, — 18354" কোণ 
উৎপন্ন করিলে আবর্তনকারী রেখার শেষ অবস্থান হইবে প্রথম পাদে, কারণ 
— 1354° = — 860° x 3 — 274°. 


মনে রাখিতে হইবে (4, দুইটি কোণের অন্তর 360° ডিগ্রির গুণিতক এবং 


oO» 


= 
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আবর্তনকারী রেখার প্রথম অবস্থান এক হইলে, উভয় ক্ষেত্রেই উহার শেষ 
অবস্থানও একই স্থানে হইবে; যেমন 255° এবং —105° কোণ দুইটির ক্ষেত্রে 
আবর্তনকারী রেখার প্রথম অবস্থান এক হইলে শেষ অবস্থানও একই স্থানে 
হইবে | 


13. сїт іта এক্ৰক্তসমুহ (Units of 


measurement of angles). 


এখন আমরা কোণ-পরিমাপনের বিভিন্ন পদ্ধতির এককসমূহের সংজ্ঞা নির্দেশ 
করিব। এককের সংজ্ঞা নির্দেশ করিতে হইলে এমন একটি প্রামাণ্য কোণকে 
(Standard angle) ভিত্তি করিতে হইবে যাহা যে-কোন পদ্ধতি-নিরপেক্ষ 
হইবে | সমকোণ এইরূপ একটি কোণ। কোন একটি সরলরেখা৷ অপর একটি 
সরলরেখার উপর দণ্ডায়মান হইলে সন্নিহিত কোণদ্বয় যদি সমান হয়, তাহা 
হইলে প্রতিটি কোণ সমকোণ হইবে__ ইহাই জ্যামিতিতে সমকোণের সংজ্ঞা | 
এক সমকোণ সর্বত্রই সমান; অতএব বিভিন্ন পদ্ধতিতে কোণ-পরিমাপের fefe 
হিসাবে ইহা বিশেষ সুবিধাজনক | 


ত্রিকোণমিতিতে কোণ-পরিমাপের জন্য তিনটি পদ্ধতি ware হয়; যথা-- 
(1) 49% পদ্ধতি (Sezagesimal System) 
Gi) শতক পদ্ধতি (Centesimal System) 
(iii) বৃত্তীয় পদ্ধতি (Circular System) 
абе" পদ্ধতিঃ এই পদ্ধতিতে একটি সমকোণকে 90 সমান অংশে 
বিভক্ত করা হয় এবং প্রত্যেক অংশকে বলা হয় এক ডিগ্রি। এক ডিগ্রিকে 


পুনরায় 60 49% মিনিটে ও প্রতি মিনিটকে 60 as সেকেণ্ডে বিভক্ত করা 
হয়। অতএব, 


1 সমকোণ = 90° (ডিষ্রি ) 


1% =60' (বষ্টিক মিনিট) 
i = 60" ( ৰষ্টিক সেকেণ্ড ) 


ж এইখানে প্রধানতঃ এক-যষ্টিতম অংশে অন্তর্বিভ্ত করা হয় বলিয়া এই পদ্ধতির নাম as 
পদ্ধতি। ইহাকে সাধারণ বা ইংরাজী পদ্ধতিও বলা হয় 1 
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শতক* Pale: এই পদ্ধতিতে একটি সমকোণকে নিয়লিখিতভাবে 
অন্তধিভক্ত করা হয় :— + 


1 সমকোণ = 008 (গ্রেড) 
16 -100 (শতক মিনিট ) 
г =100" (শতক সেকেণ্ড ) 


5251 г শতক মিনিট এবং 1 ষষ্টিক মিনিট সমান নহে; কারণ 


=й উড cs 
প্রথমটি এক সমকোণের 1005109 অংশ এবং দ্বিতীয়টি এক সমকোণের 
mele d , Р ROMS 
90X60 অংশ) অতএব 1 ষষ্টিক মিনিটের 70 অংশ г শতক মিনিটের 
সমান। এইরূপে 1" যষ্টিক সেকেণ্ড অপেক্ষা 1" শতক সেকেণ্ড FAST এবং 


দ্বিতীয়টি প্রথমটির মাত্র a অংশ। 


1 সমকোণ =90"= 1008; অতএব 9%-10%; এই সম্পর্ক মনে রাখিলেই 
উভয় পদ্ধতির মধ্যে সম্পর্ক নির্ণয় করা যায়। প্রথম পদ্ধতির যে-কোন কোণকে 
প্রথমে ডিগ্রিতে পরিণত করিরা, অতঃপর 50 দ্বার! গুণ করিলে গ্রেডে 
রূপাস্তরিত 541 এইরূপে, দ্বিতীয় পদ্ধতির যে-কোন কোণকে প্রথম পদ্ধতির 


কোণে রূপান্তরিত করা যায়। তৃতীয় অর্থাৎ বৃত্তীয় পদ্ধতি সম্বন্ধে আলোচন! 
আমরা পরে করিব |: 


14. Gaia: প্রত্যেক বৃত্তের পরিধি এবং ব্যাদের 
অনুপাত HIF | 


[ In all circles, the circumference bears a constant ratio to 
its diameter. 1 


বিভিন্ন ব্যাসার্ধের এককেন্দ্রীয় দুইটি বৃত্ত ওয়া হইল। 47307)...ইহাদের 


যে-কোন একটির অন্তলিথিত n বাহু-বিশিষ্ট সুষম বহুভুজ। OA, ОВ, 
об, ব্যাসার্ধগুলি অপর বৃত্তটিকে যথাক্রমে А, В, Oye ইত্যাদি 


x এইখানে অন্তবিভাজন হয় শততম অংশে,--এইজন্ত এই পদ্ধতির নাম শতক পদ্ধতি। 
ইহাকে ফরাদী পদ্ধতিও বলা হয়। 
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বিন্দুতে ছেদ করিরাছে। ইহা সহজেই দেখানো যায় যে, АВО» 
অপর বুত্তটির অন্তলিথিত п বাহুবিশিষ্ট একটি waq বহুভুজ ৷ এক্ষণে ОА = OB 
এবং ОА’=ОВ’; অতএব ОАВ 
এবং OA'B' 1899454 মধ্যে ОА: 
OA'-OB : OB’ এবং O কোণ 
সাধারণ; অতএব ত্ৰিভুজদ্বয় সদৃশকোণী | 
স্বতরাং AB: А’В’=ОА : OA". 

অতএব, 

ABCD -- বহুতুজের পরিসীমা 
A'B'C'D' *** বহুভুজের পরিসীমা 

nAB _ AB OA 


ТАСВ” АВ’ ОА 


£-এর মান যাহাই হইক না কেন উপরোক্ত তথ্যটি সর্বক্ষেত্রে প্রযোজ্য | 
এখন ABOD:- বহুভুজের বাহুসংখ্যা n যত বড় হইবে, ইহার প্রতিটি বাহু 
ততই ছোট হইতে থাকিবে | অতএব, %-কে সীমাহীন বৃহৎ কল্পনা করিলে 
অবশেষে বহুভুজের পরিসীমা! অনুরূপ বৃত্তের পরিধির সহিত মিলিয়া যাইবে। 
অর্থাৎ আমরা নিম্নলিখিত সিদ্ধান্তে উপনীত হইলাম : 
3307)" বৃত্তের পরিধি од _ АВОр-- বৃত্তের ব্য ব্যাসার্ধ 


ABCD’ বৃত্তের পরিধি ОА АВТ... বৃত্তের ব্যাসার্ধ 
অতএব যে-কোন বৃত্তের পরিধি ও তাহার ব্যাসার্ধের অনুপাত ধ্ৰুবক 
হইবে। ব্যাস ব্যাসার্ধের দ্বিগুণ বলিয়া আমরা সিদ্ধান্ত করি যে, যেকোন 
বৃত্তের পরিধি ও ব্যাসের অন্গপাত SIF | 


এই ধ্ৰুবককে AE অক্ষর = দ্বারা স্থচিত করা হয়। ইহার মান যে 
পদ্ধতিতে নিৰ্ণয় করা হইয়াছে, তাহার আলোচনা এই গ্রন্থের ক্ষেত্র-বহির্ভূত। 
কোন কোন গণিতজ্ঞ 500 দশমিক স্থান পর্যন্ত ইহার মান নিৰ্ণয় করিয়াছেন। 
ইহার আসন্ন মান 32 এবং এই মানই সাধারণতঃ ব্যবহৃত 541 ইহার 
অধিকতর আসন্ন মান Ф এবং দশমিক ভগ্নাংশে প্রকাশ করিলে ইহার 
আদন্ন মান 314159 | অতএব কোন বৃত্তের ব্যাসাৰ্ধ ও ব্যাস d হইলে, 


বৃত্তের AR A= ха = 2%, যেখানে == 8'14159---=* (স্থূল মান ) 
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15. == একক = ARA Al! (Circular Unit 
or Radian Measure). i 

যে-কোন বৃত্তের ব্যাসার্ধের সমান দীর্ঘ বৃত্তচাপ উহার কেন্দ্রে যে কোণ উৎপন্ন 
করে, তাহাকে বলা হয় এক রেডিয়াঁন এবং লেখা হয় 1০. 

এক্ষণে আমরা প্রমাণ করিব যে, যে-কোন বৃত্তের সাহায্যে রেডিয়ানের 
সংজ্ঞা প্রকাশ করা হউক না কেন ইহা একটি ধ্ৰুবক কোণ; অতএব ইহা 
কোণ পরিমাপের পক্ষে একটি উপযুক্ত একক এবং ইহাই ЗОН এককরূপে 
পরিচিত। 

SANT 1. এক রেভিয়াঁন একটি as কোণ। 


[ A radian is a constant angle. 1 


О GARPE বৃত্তের AB চাপ OA ব্যালার্ধের দৈৰ্ঘ্যের সমান লইলে 
758157104, / АОВ=1 রেডিয়ান। যেহেতু FRZ যে-কোন কোণ ইহার 
উৎপন্নকারী চাপের দৈর্ঘ্যের সমানুপাতী, এবং যেহেতু সমগ্র পরিধির দ্বার| 
উৎপন্ন কেন্দ্ৰস্থ কোণ চারি সমকোণের সমান (জ্যামিতিতে প্রমাণিত), অতএব, 

ДАОВ _ চাপ AB _ ব্যাসার্ধ 


£ সমকোণ সম্পূর্ণ পরিধি পরিধি 


1 রেভিয়ান_ 7 _ 1 
অর্থাৎ, 4 সমকোণ 7274,4! (r বৃত্তের ব্যাসার্ধ ) 


gerk, 1 রেডিয়ান = 2 সমকোণ। 


কিন্তু % একটি 4461 অতএব এক রেডিয়ান একটি ধ্ৰুবক cela | 
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дау এইরূপে আমরা দেখিতে পাই যে, যে-কোন বৃত্তের সাহায্যে 
রেভিয়ানের সংজ্ঞা প্রকাশ করা হউক না কেন, ইহার পরিমাপ সমান। 
উপরের উপপাদ্য হইতে,” 
x রেডিয়ীন = 180° ডিগ্রি 
1 রেডিয়ান = 1. 180 57'29577 ডিগ্রি 
=57°17'44'8" (প্রায়) 
1 ডিগ্রি-017583 রেডিয়ান (প্রায় )। 
উচ্চতর গণিতে, স্থবিধা হয় বলিয়া, কোণের মান প্রকাশ কর! হয় বৃত্তীয় 
পদ্ধতিতে; বিশেষতঃ তত্বমূলক আলোচনার ক্ষেত্রে এই পদ্ধতি প্রায়ই ব্যবহৃত 
হয়। এই প্রসঙ্গে আমরা নিয়লিখিত উপপাত্বের উল্লেখ করিতে পারি ঃ 
উপপান্য 2. যে-কোন কোণের বৃত্তীয় মান, বৃত্তের কেন্দ্রে এ কোণ 
উৎপন্নকারী বৃত্তচাপ ও সেই বৃত্তের ব্যাসার্ধের অন্ুপাতের দ্বার! 
প্রকাশ করা বায়। 


[ The measure of any angle in radians is expressed by the 
ratio of the arc of any circle subtending that angle at its 
centre, to the radius. ] 


মনে করি, XOP যে-কোন একট কোণ। 


0-কে cem করিয়া OA ব্যাসার্ধ লইয়া একটি বৃত্ত অঙ্কিত কর! হইল; 
উহার চাপ AQ কেন্দ্রে ХОР কোণ উৎপন্ন করে। মনে করি, АВ ব্যাসার্ধের 


৮ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


সমান দীৰ্ঘ একটি চাপ । অতএব সংজ্ঞান্নারে, ZAOB কোণ 1 রেডিয়ানের 
সমান | 


এক্ষণে জ্যামিতি হইতে আমর! জানি যে, একটি বৃত্তের কেন্দ্স্থ কোণগুলি 
উহাদের উৎ্পন্নকারী চাপেব দৈর্ঘ্যের সমান্তপাতী হইবে ৷ 


অতএব, LXOP চাপ AQ | চাপ AQ 


ee ১০৫৯২ 


ZAOB চাপ AB JU 0A 
অথবা, Ол 3477.00, 


1 রেডিয়ান ব্যাসার্ধ OA 


চাপ &৫ 
অর্থাৎ, /XOP-— +") сура 
£ ব্যাসার্ধ ОА a | 


অতএব, Z ХОРА ব্লেডিয়ান মাপ 0, AQ চাপের দৈর্ঘ্য s এবং বৃত্তের 
ব্যাসার্ধ r হইলে, 


Ө- 


m 


অথবা, в=гӨ. 


90471 উচ্চতর গণিতে কোণের মান রেডিয়ানে থাকিলে, তাহা 
উল্লেখ কর! হয় না; সাধারণতঃ তাহা 99% থাঁকে। কাজেই কোণ- 
পরিমাপের এককের উল্লেখ না থাকিলে, আমরা তাহ! রেডিয়ান বলিয়। ধৰিয়া 


লইব। যেমন, “একটি কোণ 5 ” বলিয়া উল্লেখ করিলে উহা 2 afata 
441904; ইহাকে ভিগ্রিতে পরিবত্তিত করিলে হইবে 90°, অর্থাৎ এক 
সমকোণ। 

16. কোন অঙ্কের সমাধান করিতে হইলে, তিনটি পদ্ধতির মধ্যে সম্পর্ক 
মনে রাখিতে হইবে । সম্পর্কটি নিয়ে দেওয়া হইল £ 

1 সমকোণ =90"=100%= 5 রেডিরান। 
অতএব, 2০ 180°. 
177. ভদ্লহুল্ললমাল৷। 


Ех. 1. 110768 


(৪) 63° 22! 408 in centesimal measure 
and (ü) 208" 58 73" in radians. 
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এখ লে , 
ии 189 ==: 31689. 1 
2 =63 === = <S 
(i) 63° 99' 40°8"=63 500 ডিগ্রি Punt S0 সমকোণ 
_ 31689 „1 BDL 
500 *90* 100 গ্ৰেড = না গ্ৰেড = 70? 49'. 


(i) 2037 58' 78" = 2035873 গ্রেড = 2035873 সমকোণ 
= 91035873 x 2 রেডিয়ান = 10179365 রেডিয়ান। 


Ex. 2. Two angles of a triangle are 72° 591 51" and 41? 22 50" 
respectively. Find the third angle in radians. 


41995 
41999 50" = 412250 গ্রেড = EE x9 ডিগ্রি [9-10] 


= 371095 ডিগ্রি = 87° 6’ 9". 
অতএব, ATS কোণ দুইটির সমষ্টি 72753751" +37%6'9'= 110°. 


ত্রিভুজের তিনটি কোণের সমষ্টি দুই সমকোণের সমান; অতএব, তৃতীয় 
কোণটি 


= 180? – 110° = 70° = 70 x js; রেডিয়ান (` 2°=180°) 


BE: 
zu রেডিয়ান। 


Ех. 3. Divide 5 radians into two parts such that the number 


s in one may be to the number of centesimal 


of secagesimal minute 
2500. 


seconds in the other part as 27 : 
E my 2 =i 
আমরা জানি, Л রেডিয়ান 4 x x সমকোণ 5 সমকোণ І 
মনে করি, দ্বিতীয় অংশের শতক সেকেণ্ডের সংখ্যা т; অতএব, 
97 
প্রথম অংশের যষ্টিক মিনিটের সংখ্যা 5500 v. 


(X. RR c M 
এক্ষণে, 2 = 100 x 100 x 100 


১০ উচ্চমাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


v RM 27z_ 2. 
এবং 2500? = 2500 x 60 x90 সমকোণ = 500000 সমকোণ 


= 


1000000 * 500060 = 2: 
অর্থাৎ, = 500000 


ES - 500000 
অতএব, দ্বিতীয় অংশ “81001005100 TF 


=% সমকোণ = 15° 
যেহেতু দুইটি অংশের সমষ্টি 3 সমকোণ অর্থাৎ 45°, প্রথম অংশ হইবে 30°, 
অতএব অংশ দুইটি 30° এবং 15°. 


Ех.4. The angles of quadrilateral are in `А.Р., amd the 
number of grades in the least angle is to the number of radians in 
the greatest as 100:2. Find the angles in degrees. 


মনে করি, চতুর্ভুজের কোণগুলির পরিমাপ যথাক্রমে а, a+ B, а+96, 


৫4৪ ডিগ্রী । 
atat+P+at+28+a+38= 360. 
2a + 88 = 180. “ (1) 


পুনরায়, ক্ষুদ্ৰতম কোণ a? $a", 
ТЕН বৃহত্তম কোণ, (a + 38)" = (a + 38) === 180 


অতএব, প্রদত্ত সতানুসারে 


Оша + 88) =. 180 = 100/л. 


2 2. ৫=৪৪, 
uU a+ 38 1. Шы 
অতএব, (1) হইতে আমরা পাই 
ga=180 বা а-60% .. p= 5 = 20 


স্থৃতরাং, চতুৰ্ভুজের কোণগুলি যথাক্রমে 
60°, 80°, 100° এবং 120° 
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Ex. 5. li р ы 
AGO} Арна! distance does a man, 5% ft. in height, subtend 


মনে করি, AB মানুষটি O বিন্দুতে 15"-কোণ উৎপন্ন করে এবং মনে করি 
OA=r ft. 

যেহেতু АОВ কোণ অত্যন্ত ক্ষুদ্র, অতএব АО-44 তুলনায় AB যথেষ্ট 
| а! স্থতরাং, ABLE কার্যতঃ আমরা 0-কেন্দ্রবিশিষ্ট একটি বৃত্তের একটি 
| ক্ষুদ্ৰ চাপ মনে করিতে পারি। অতএব, অনুচ্ছেদ 15-44 দ্বিতীয় উপপাগ্- 
অনুসারে আমরা লিখিতে পারি 

ОВЕ 205) 
60х60” 180 7 
_11,, 180 x 60 x 60 

বা qug x 15xa ft. 
| _11,,180x60x60x7, 1 
| 2 15 x 22 3 x 1760 


= 1482 miles. 


miles 


Ех. 6. The angles of a triangle are as 4:5 :06. Ewpress 
| them in circular measure. 
| মনে করি, কোণগুলির রেডিয়ান মাপ 4৫, бл, 6%. 
এখন, যেহেতু ত্রিভুজের তিনটি কোণের সমষ্টি ছুই সমকোণের অৰ্থাৎ 
л-“Я সমান, 
do+bat6r=x বা v= 
কোণগুলি যথাক্রমে тл, da, 


1. 
л 


Ex. 7. The angles of a triangle are in A. P. and the greatest 
is double the least ; express the angles in degrees and in radians. 


মনে করি, কোণগুলি যথাক্রমে a — В, а, a + 6. 


১২ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


এখন, যেহেতু ত্রিভুজের তিনটি কোণের সমষ্টি 190°, অতএব 
a-Bt+a+a+Bp=180° 


বা 8a = 180°. 2. а=60°. 

আবার, যেহেতু বৃহত্তম cele = ( ক্ষুদ্ৰতম কোণ ) 
dol a + p= (а — p), 

41 { ЗВ =a. 


T. б-3а-%х60%-90%, 
অতএব, ত্রিভুজের তিনটি কোণ যথাক্রমে 40০ 60°, 80° ডিগ্ৰী । 
যেহেতু, 180° ==, সুতরাং রেডিয়ান মাপে কোণগুলির মান হইবে যথাক্রমে 


2 £ 
$7, $7, $2. 


Ех. 8. The number of degrees in one of the acute angles of 
а right-angled triangle is three-tenths of the number of grades in 
the other ; determine the angles in degrees. 


মনে করি, কোণ দুইটির মান 2°, 9০০-* (77 ত্ৰিভুজটি সমকোণী ) 
এখন, z^ = Ре গ্রেড ; অতএব, প্রদত্ত AGIATA 

90° — (3) 
বা $e=90°. 2. m=674. ০০9০০ 298০, 
অতএব, কোণগুলির মান হইবে 90°, 674°, 927০. 


Ex.9. Compare the areas of two circles in which the circum- 
ference of one is equal to an arc of 60° of the other. 


মনে করি,'বৃত্ত দুইটির ব্যাসার্ধ ra, т„, এবং তাহাদের ক্ষেত্রফল যথাক্রমে 
S, এবং So. 

মনে করি, দ্বিতীয় বৃত্তের АВ 48514 কেন্দ্রে 60° কোণ উৎপন্ন করে। 
এখন, যেহেতু s= 70, (০-এর রেডিয়ান মাপ লইতে হইবে ) 


60°л тәл. 


T2505 48 


АВ বৃত্তচাপ = 

কিন্ত প্রদত্ত 75197107, 
8, বৃত্তের АВ বৃত্তচাপ = 8, বৃত্তের পরিধি, 
ол 


EE 2. ев: co (D 
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এখন, S1= 1°, Bs Snara". 


33446 Tie, т.е 1. 
S. лға! та: 367° 36 


5 S, : ба=1: 36. 
Ех. 10. What number will represent the angle 230’ when 
ds of a right angle is the unit ? 


9*30' = 9 ডিগ্ৰি =$ ডিগ্ৰি এক সমকোণের 3x9)" 


= এক সমকোণের vis অংশ 
কিন্ত, পরিমাপনের একক এখানে = GF সমকোণের Гу অংশ | 
АС সংখ্যা = узт = 2. 


Ex. 11. The angles of a triangle have the same measure when 
the units are 1°, 2° and 8° respectively. Find the measure. 


মনে করি, কোণগুলি যথাক্রমে o, y^, 2". 
m+ + z=180. 
এখন, প্রদত্ত সর্তানুসারে যেহেতু পরিমাপনের একক যথাক্রমে 1°, 9° ও 3° 
ধরিলে কোণগুলির মাপ সমান হইবে, অতএব 
а 28 attytz _ 180 = 30. 


1 9 8 1+9+3 6 
facta সাধারণ মাপ = 30. 


Ex. 12. T D be the whole number of degrees, m the whole 
number of minutes, and s the whole number of seconds in the same 
angle, then 8600D =60m=s. 


প্রদত্ত কোণে ডিগ্রির সংখ্যা =]) 
» » মিনিটের » =60D. 
dE > » (702084 » =60 x 60D=3600D. 
আবার, » » মিনিটের » =m 
০ » » সেকেণ্ডের » =60т. 
যেহেতু প্রদত্ত কোণে সেকেণ্ডের সংখ্যা =, 
3600р = 60m = s. 


58 , উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


Examples I 


1. Indicate the final position of a revolving line which has 
traced out the angle 


1 8 i) —810° 99°; 
টান у Сулар 
(ii) = 6179 51 5"; (бу) 18» radians, 


2. Express (i) 55° 12’ 36” in centesimal measure ; 
(ii) 195" 35' 24" in degrees, minutes, and secs. 


8. How many radians are there in (i) 50% 75' 50"; 
(i) 18° 33' 45" 2 
4. Express in each system of angular measurement the angle 


between the minute-hand and the hour-hand of a clock at quarter 
to twelve. 


5. If 2 be taken as the unit angle, and the angles 600° 
and 16° expressed in that unit be a and B respectively, find the 
relation between a and В. 


6. Тһе difference of two angles is 1°; the circular measure 
of their sum is 1; find the circular measure of the smaller angle. 


7. Two angles are in the ratio 2: 3, and the difference of 
their measure in grades and in degrees respectively is 2% ; find the 
angles in degrees. 


8. An angle is the excess of D° М” over G^ т. Find the 
ratio of this angle to a right angle. 


9. Tho circular measure of a certain angle is equal to the 
ratio of the number of degrees in it to the number of centesimal 
minutes ; find the magnitude of the angle in degrees. 


10. With two units of angular measurement differing by 10°, 
the measure of an angle are as 3 : 2; determine the units. 


11. Ifan angle standing upon an arc of length ‘V at the centre 
of a circle of radius ‘7’ be taken аз unit, and three angles D°, Go, 
and C circular units expressed in that unit be z, y, z respectively, 
show that 

Dr, бл. 
$:9y:2— 8:99 : 10C. 


12. Three angles are in G.P. The number of grades in the 


` 
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greatest angle is to the number of circular units in the least as 
800 to z, and the sum of the three angles is 126°. Find the 
angles in grades. 


13. . Divide 54° in three parts, such that the circular measure 
of the first exceeds that of the second by a and the sum of the 
second and third is 30 grades. 


14. Find at what times between 7 and 8 o'clock the angle 
between the two hands of a clock is (i) 609, (ii) 155°. 


15. Тһе angles of a triangle are in А. P., and the number of 
radians in the greatest is to the number of grades in the least as 
л:40. Find the angles in degrees. 


16. Іп each of two triangles the angles are in G.P. ; the least 
angle of one of them is three times the least angle in the other, 
and the sum of the greatest angles is 240°. Find the circular 
measure of the angles. 


17. One angle of a quadrilateral is Š of another and the two 
other angles are 66% grades and эп radians, Express the angles 
in degrees. 

18. The angles of a polygon (which has no reflex angle) are in 
А.Р. The least angle is 22 


3 
5°. Find the number of sides. 


radians and the common difference is 


19. The number of sides of two regular polygons are as 7%: n, 
and the number of degrees in an angle of the first is to the number 
of grades in an angle of the second as р: g. Determine the 
number of sides in each polygon. 


20. An arc of 507 in one circle equals one of 60° in another ; 
‘ find the radian-measure of an angle subtended at the centre of the 
first circle by an are equal to the radius of the second. 


21. Two regular figures are such that the number of degrees 
in an angle of one is to the number of degrees in an angle of the 
other as the number of sides in the first is to the number of sides 
in the second. The sum of the number of sides of the two figures 
being 9, determine the number of sides of each. 


22. Тһе wheel of a railway carriage is 4 ft. in diameter and 
makes 6 revolutions in a second ; how fast is the train going £ 


১৬ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


23. The earth revolves round the sum in a circular orbit of 
radius 92700000 miles once a year. Find its velocity in miles 
per hour. If the apparent angular diameter of the sun observed 
from the earth be 39’, find also the linear radius of the sun. 


24. A tower subtends an angle of 10’ when the observer is at 
a distance of 6 miles ; find its height. 


25. Find the radius of the earth, if an angle of 1° is subtended 
at its centre by an arc joining two places on it distant 6971 miles. 


26. A horseis tied to & post by a rope 27 feet long. If the 
horse moves along the circumference of a circle always keeping 
the rope tight, find how far the horse will have gone when the 
rope has traced out an angle of 70°. (л-32) 


27. A man running along a circular track at the rate of 
10 miles per hour, traverses in 36 seconds, an are which subtends 
56° at the centre. Find the diameter of the circle. (n=) 


28. An arc of 30° in one circle is double an arc in a second 
circle the radius of which is three times the radius of the first. 
Show that the are of the second circle subtends 5° at its centre, 


ANSWERS 
1. (i) first quadrant. (ii) third quadrant. 
(iii) second quadrant. (iv) fourth quadrant. 
2. (i) 617 34\ 444, (ii) 175° 49' 1.776. 
3. (i) "2537157. (ü) um. 
4. 82° 30'; 917 66 66; Hr. 5. a: В=бт: 94. 
1 т ° ° al a0) 715 ( т). 
টা (1-130): Ч.: белаю а (Deg) 58 G- 160 
9. 155 nearly. 10. 20° and 30°. 12. 207, 407, 807. 
18. 97°, 9°, 18৭, 14. (i) At 28; min. and 48 min. past 7. 
° T Em 4т. т 4т 16 ` 
(8) At 7-10. 15. 20°, 60°, 100°. 16. TUTO 2 হা? Sp 
17. 45°, 60°, 120°, 185°. 18. 9. 
= 2(10pm — 991). 
19. ma and nx where x= mn (10р— 99) 20. 2. 
21. 8 and 6. 22. 51'41 miles por hour (nearly). 
23. 66444 miles per hour (nearly) ; 431445 miles (nearly). 
24. 76'8 ft. (nearly). 25. 3959 miles (nearly). 26. 38 ft. 


27. 360 yds. 


দ্বিতীয় অধ্যায় 


সৃ্মকোণের ত্রিকোণমিতিক কোণানুপাত 


( Trigonometrieal Ratios of Acute Angles ) 


21. caicirartitsa সহভ্ভা। 


মনে করি, OA এবং ОВ সরলরেখা পরস্পর ছেদ করার ফলে АОВ--<2 


সৃ্মকোণটির উৎপত্তি হইয়াছে। АОВ 
কোণের মান আমর] গ্রীক অক্ষর 9 ( থিটা ) 
দ্বার! সুচিত করিব। OB সরলরেখার উপর 
р একটি বিন্দু লইলাম। -বিন্দু হইতে 
АОВ কোণের অপর বাহু ОА-Т উপর 
PN ay টানিলাম। অতঃপর PON একটি 
সমকোণী ত্ৰিভুজ হইল। এই ত্রিভুজের 
АОВ কোণ অর্থাৎ 0-4 অনুপাতে РҚ-СФ 
বিপরীত বাহু, ON-ce সংলগ্ন বাহু, © 
এবং Ор-ст অভিভুজ বলা <ç | 
PN, ON, PN, OP, OP, ON 


B 


N A 


ON, এই অন্ুপাতগুলিকে যথাক্রমে সাইন 


ОР ОР ON PN ON PN 


(sine), কোসাইন (cosine), ট্যানজেন্ট (tangent), কোসেকান্ট (cosecant), 
CITIT (secant) এবং কোট্যানজেন্ট (cotangent) বলা €3 | অৰ্থাৎ, 


বপরীভ ব 
সাইন 6 = sin a 
ON. অংলগ্ন বাহু 
OP অতিভুজ 
Wm k কির 

ON সংলগ্ন ৰাহু 

Dp. ыкы 
PN বিপরীত বাহু 


কল Ө= cos 0= 


কোসেক Ө = cosec Ө= 


১৮ উচ্চমাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


op _ অতিভুজ 

OS CC Oa == 
ee ON সংলগ্ন বাহু 
ON সংলগ্ন বাহু 

д = cot 0= BN EE — 
সা উন 


এই ছয়টি অন্ুপাতকে Ө কোণের ত্ৰিকোণমিতিক কোণান্ুপাত বলে | 


WO 1. কোন কোন লেখক PN কে 44 এবং ON কে ভূমি বলিয়া 
উল্লেখ করেন | 


দ্রষ্টব্য 2. উপরিলিখিত কোণান্গপাত ব্যতীত, о কোণ-সন্বন্ধীয় আরও 
দুইটি কোণান্থুপাত মধ্যে মধ্যে ব্যবহৃত হইয়া থাকে; ইহাদিগকে ভার্াইন ০ 
ও কোভার্সাইন ө বলে। লিখিবার সময় সংক্ষেপ faul আমর! লিখি 
ভাস o= vers Ө=1- cos Ө 
GISTA 0 = covers 6 = 1 _ sin 6. 


22. ভ্রিকোণনিতিক কোপণান্ডুপাত ARSA | 

যদিও 0 কোণের কোণান্গুপাতের সংজ্ঞা ОРЫ ত্রিভুজের বাহুগুলির 

অনুপাত দ্বারা ব্যক্ত হইয়াছে, তথাপি Zz| কোনক্রমেই OPN ত্রিভুজের 
B 


o N M IA 


আয়তনের উপর নির্ভর করে না। অর্থাৎ OA বা OB বাহুর যে-কোন 
একটির উপর P বিন্দুটি অবস্থান করিতে পারে এবং অতঃপর р হইতে অপর 
বাহুর উপর 44 টানিলে ОРМ ত্রিভুজের উদ্ভব হইবে। তাহা হইলে 


celer ত্রিকোণমিতিক কোণাহুপাত ১৯ 


Ө কোণের কোণান্ছপাত যে-কোন Газа 0PN-এর বাহুগুলির অন্ুপাতের 
দ্বারা প্রকাশ করা যাইতে পারে এবং তাহারা সর্বদা সমান হইবে | 

মনে করি, АОВ কোণের মান 01 OB বাহুর উপর যে-কোন একটি বিন্দু 
р লইলাম; এবং OA বাহুর উপর PN cm টানিলাম। ОВ- উপর 
অপর একটি বিন্দু Q লওয়া হইল এবং Q হইতে OAA উপরে QM az 
টানিলাম। অতঃপর OA-4 যে-কোন একটি বিন্দু ASH, В হইতে ОВ-т 
উপর RS লম্ব টানা হইল। অতএব, সংজ্ঞান্ছসারে 


APON ত্ৰিভুজ হইতে, sin 0 = БЫ 


AQOM ত্ৰিভুজ হইতে, sin ০৪-88 


AROS ত্ৰিভুজ হইতে, sin 0= 15. 
কিন্ত, যেহেতু РОМ, QOM ও ROS ব্রিভুজগুলি সদৃশকোণী, 
PN QM RS. 
OP OQ OR 
অতএব, যে-কোন ত্রিভুজ PON বা QOM বা ROS- বাহুদ্বয়ের 
অন্ুপাতের দ্বার] sin 9 প্রকাশ করা যাউক 41 কেন, sin 06-4 মান সর্বদা 
সমান থাকিবে | অর্থাৎ যেকোন কোণের “সাইন” শুধু কোণের পরিমাপের 
উপর নির্ভর করে। এইরপে প্রমাণ করা যাইতে পারে যে সমস্ত ত্ৰিকোণমিতিক 
কোণান্থপাতগুলি কেবলমাত্র কোণের উপর নির্ভর করে, সংজ্ঞাপ্রদানকারী 
ত্রিভুজের বাহুর উপর яя | 
жӛзгі প্রতিটি ত্ৰিকোণমিতিক কোণীনুপাত দুইটি দৈর্ঘ্যের warte 
বলিয়া ইহা একটি সংখ্যা; দৈর্ঘ্য নয়। 
23. facasteifate= কোপান্ুসাভগুলব == 
স্পারস্পলিক ae | 
আমরা জানি, [$ 21 হইতে ] 
cosec 6-0 шор and ৮86) 
SLA এছ 


OP ... 
2958 ON -ON/OP cos 6 (2) 


২০ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 


RON Ol зра л os 

cot ODN PN/ON 1355 (3) 
.PN _ PN/OP sin6 к 

“ӨЗІН, tan ৪- ON = ON/OP cose 4) 
-ON _ ON/OP _ cos 6 x: 

Cote М БОРЕ SITO. (8) 


পুনরায়,  AOPN সমকোণী ত্ৰিভুজ হইতে আমরা জানি 
OP? =PN?+ON? 
যথাক্ৰমে ОР?, ON? এবং PN? দ্বারা ভাগ করিলে, 


Se = 
ee о 
787 ০৭ 


এক্ষণে, (sin 9)-এর স্থানে সাধারণতঃ sin?0 লেখা হয় এবং 5919 
অন্থপাতগুলির ঘাত অনুরূপভাবে লিখিত হয় | 


অতএব, ত্ৰিকোণমিতিক কোণাস্থপাতের সংজ্ঞান্যায়ী G), (4), (iii) হইতে 
আমরা নিয্নলিখিত অভেদাবলী পাই-- 


sin?6+cos?6=1 57 ((9) 
l+tan2@= ৪6০৭০ ঢ় (7) 
1+ eot28 = cosec?G ... (8) 


(6), (т) এবং (8) হইতে নিয়লিখিত অভেদাবলী পাওয়া! যায়; যে-কোন 
ত্ৰিকোণমিতিক অভেদাবলী প্রমাণ করিতে 25141 খুব কাধ্যকরী : 


віп20 = 1 — cos20 ; cos?0 = 1 — sin°0. 
ѕес?0 – іап20=1; tan?0 = 59920 — 1. 
cosee20 — cot?^0 — 1 ; ০০০ = cosec?0 — 1. 


та, ভ্রিক্কোপমিভিক কোপান্জুলপাতের =tc== লিহি- 


(чан | 
ইহা পরে প্রমাণ কর! হইবে যে, ত্ৰিকোণমিতিক কৌণান্গপাত ধনাত্মক বা 


সুম্মকোণের ত্ৰিকোণমিতিক কোণান্গপাত ২১ 


থণাত্মক হইতে পারে, কিন্ত একটি ধনাত্মক সুক্মমকোণের ত্ৰিকোণমিতিক 
কোণীনুপাত সৰ্বদা ধনাত্মক হইবে। 

PN _ ON 

ОР’ cos 0 = OP’ 


কিন্তু, OP যেহেতু সমকোণী ত্ৰিভুজ 0Pম-এর অতিভূজ, OP বাহু PN 
এবং ON বাহু অপেক্ষা বৃহত্তর | 


অতএব, কোন সৃন্মমকোণের সাইন এবং কোসাইন কখনও এক 
BCA বৃহত্তর হইতে পারে ন| | 


অনুরূপভাবে, কোন সৃল্সমকৌণের কৌসেকাণ্ট এবং সেকাণ্ট 


এক্ষণে, sin d= 


от” 

কখনও এক অপেক্ষা BUSA হইতে পারে না। Кою С 
PN ON >ш 

tan 0— ON’ cot 0 —px z হয 

যেহেতু PN > বা < বা = ০ম, কোন স্থস্মকোণের ট্যানজেণ্ট এব] il 4 
কোট্যানজেপ্টের যে-কোন ধনাত্মক মান হইতে পারে 1 rO T Ф 
25. "je ০কাতপল саме == | г ne 
saraa চিত্র হইতে জানা যায় যে, ZOPN কোণটি ө কোণ অর্থাৎ: 15 

. р 


PON কোণের 1+1 ДОРМ কোণের মান 9 (ফাই বলিয়া উচ্চারিত) 
দ্বার! স্থচিত করা হইল | তাহা হইলে ০+%-9০  ZOPN কোণাঙ্গুসারে, 
ON ইহার বিপরীত বাহু এবং PN ইহার সংলগ্ন বাহ। 


— 


sin কটা = cos 9; cos $= РМ থম 0 


SONI Е SENIN 
tan $= py cot 0; cot $ ON p" 
ত্যাদি। 


যেহেতু $=90°—0, অতএব, উপরোক্ত রাশিগুলির সমতা হইতে আমরা 
নিম্নোক্ত অভেদাবলী পাই_ 
sin (90° – 6) = cos Ө; сов (90° — Ө) = sin 6 
tan (90°-9)=cot 6; cot (90"- 6) = [801 6 
„sec (90°-6)=cosec 6; _ ০০৪০০ (90° — Ө)= sec Ө. 


“лон тм. 3D АЛЕТ» 


Library 


২২ উচ্চমাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 


26. eles কোপান্জুপাভ SStS অন্ত কোপান্জুপাত 
ЕЕ->Е | 

843 হইতে আমরা দেখিতে পাই যে, যে-কোন ত্ৰিকোণমিতিক 
কোণান্থপাত অন্তগুলির মাধ্যমে প্রকাশ করা যাইতে পারে। উদাহরণস্বরূপ, 
যে-কোন ত্ৰিকোণমিতিক অনুপাত tan 0-44 মাধ্যমে প্রকাশ করা যাইতে 
পারে। 


cot o=}; ৪৪০% = 1 + 8800.56, 
tan 0 


sec 0= A/1--tan?0 ; 
এখানে যদিও বর্গমূল লওয়াতে রাশিটি ধনাত্মক বা খণাত্মক হইতে পারে, 
কিন্ত আমরা ইহাকে ধনাত্মক বলিয়াই গণ্য করিব, কারণ 9 স্থন্মকোণ বলিয়া 
ইহার যে-কোন কোণান্ুপাত ধনাত্মক হইবে [994 দেখ ] | 


1 1 
%%9%715, cos 6----------; 
; sec J1+tan26 
1+tan*6 
29 = з LT ; 
cosec 6 = 1 + ০০৮%০ ЕЙ 
— tano 
совес 0 TAG) 
айы e oen. 
A/1-- tan*8 


2:7. SEveleelsitenl | 


Exi. Prove that, А ЕВ = eg cose, 0, U 1997 ] 


1- cos 0 
= 0 _ /(-сов 0)* (1 + сов 6)? 
1 — cos 0 1— cos?0 ৪1020 


_1 +008 6_ 1 cos 0 
sin 0 Sin 0 sin 9 


=cosec 0 + cot 6. 


Леза. TOS d 4 
Ex. 2. Prove that sec A ian А соз А соз А sec A — tan A 


1 шн; жез, 
১ 
sec A+tan А sec À — tan A 


স্ুক্মকোণের ত্ৰিকোণমিতিক কোণাঙন্রপাত 


টি 


sec А _ tan А + sec A Tian A 


(sec A — tan А)(ѕес A + tan А) 5০ 
9 sec А ai > 
= =9 f 
ERU EUNT ы А * EUN 
24 REN ANTI % 1 “> Calcutta 


অতএব, পক্ষান্তর করিয়া 


secAt+tanA cos А сов А sec A-tan À 


Ех. 3. Prove that 
1+2 sin 0 cos 0 
(sin 0 + cos 6)(cot Ө + tan 0) 
1+2 sin 0 cos 0 _ (віп20 + соѕ20) + 2 sin 0 cos 0 


(sin 0 + соз 0)(০০ 0 + tan 6) (sin 0+ cos 0) [m 9 sin sint) 
зїп Ө сов0 


= sin 0 cos 0 (sin 0 + cos 0). 


(sin 0 + cos 0)° 


a cos*@+ sin20 
+ ঢল নদ 
1414. ol sin 0 cos 0 


_ (sin 0 + cos 0) sin 0 cos 0 
1 
= (sin 0 + cos 0) sin 0 сов 0. 


Ex. 4. If 15 sin20 + 2 cos 6-7, find tan 0, 0 being an acute 
angle. 
এখানে, 15(1- cos20) +2 cos 0— T 
14|, 15 cos?0-2 сов0-8-0 
বা, (5 cos 6—4)(3 cos 0+ 2) - 0 
সুতরাং, сов 8-4 বা -3. 
কিন্তু, 9 TUM হইলে cos 0 খণাত্মক হইতে পারে না। 
cos 0=#, sin2@=1—cos*9=1—3$=28; 
sin 0— +š. e 9 স্থক্মকোণ বলিয়া খণাত্মক মান গণ্য করা 
হইবে না। অতএব, sin 0= 
sin = 8 
০০৪৪ 4. 


সুতরাং, tan 0 = 


Ж Library ó 


2 
e 
2 
ga 
> 
= 


° 


8. c. ৬০% 
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TII কিন্তু 9 স্থক্মকোণ না হইলে sin 0 এবং cos 9 উভয়েই ধনাত্মক 
বা খণাত্মক হইতে পারে ( চতুৰ্থ অধ্যায়, 41 অনুচ্ছেদ দ্রষ্টব্য ) | তখন আমরা 
tan 6-3 আরও মান পাইব, তাহা নিম্নে দেওয়া হইল :— 


এক্ষণে, sind=+2; অতএব, tange To а 
আবার, cos 0— -$ হইলে, 50% = 1 -$-$ 
/5 


sin0= + = ; 
3 


; 


9911 ton p= Sin OL = 


অতএব, tan 0-44 চারিটি মান পাওয়া গেল : +4, + 25, 


2 


2 
Ex. 5. Is it possible to find a value of 0 if sec 0 = = š 


v and y being two real and unequal numbers ? Justify your answer. 


এখানে দেওয়া আছে sec ০ = 7, И, 


>” +y? 
আমর! জানি, 0-4 যে-কোন মানের জন্য sec 0 কখনও '1' অপেক্ষা ক্ষুদ্ৰতর 
হইতে পারে না। [594 দ্ৰষ্টব্য ] 
কিন্ত যেহেতু এবং y দুইটি অসম বাস্তব রাশি, স্বভাবতঃই 
272 < ое +y? 
ap 
д? Ty? x 1 
অর্থাৎ, sec 0 < 1, কিন্তু ইহা অসম্ভব। 


2_,2 
অতএব, 0-4 এমন কোন মান নাই যাহার অন্য ৪৪০০ = ত হইবে | 
Ех. 6. Eliminate 0 between т>-а sec 0, 4 — tan Ө. 

কিন্তু, ৪9০20 — (0291. 
2 2 
অতএব, (2) -(1) =1. 
а b 
‚шай. j ইহাই নির্ের সমাধান | 


এখানে, 5 =s00 0. 


~e с 


У ВИТ M 
= ] —sin20+k°sin?0 1--(k*—1) sin 0 
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Ex. 7. If a®sec®a — b^ tan? x = c^, find cosec т. 
а? өс? — b? tan m= c? = c" (sec zx — tan a). 
বা, (a? —c?) sec?z = (b? — c?) ап". 
Ex. 8. paar cos 8 cos $, ЧЕТ cos 0 sin $, z=r sin 0, show 
that 2? +y +2 =°. 
æ? + y? =r" cos?0 ০০৪৫ +r? cos?0 вїп?ф 
= +° cos?0 (০০৪২ + sin2$)= 7? cos?0. 
g? +y? +2 =r" ০০৪২০ +r? sin?0 =+, 
з _ 150% 0 
Ex. 9. Show that (tan 0+ е0 0)* =. 0" 
sind, 1 ) = (1. + sin 0)° _ (1 + sin 0)° 
SIR Ais [১ ims 0] со90  1-51959 
(1+sin 6)* — _l+sin ? 
= (1 — sin 0)(1 + sin 0) 1—sin ELI 
Ех. 10. If k tan 0=tan k0, prove that 
sin 2 >; V ER 
sin?0 170৮5 1) sin*0 
sin?k0 _ sin^k0 , cos 210 _ tan kO 1 1. tan kO 
৪1020 сов 510" 910৮9 ~sec2k0 91020 sin20 1+tan*/0 
Т рео Ші 79020 
= 51020 1-tk'tan^0 sin 29° 00990 + k°sin°0 
in 0 


উচ্চমাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 
Examples П 


Prove the following indentities (Ez. 1 to 24) — 


_sin À + cos A 


12 ea aan A =sin A cos A. 
2. cot 0+tan 0 = вес 0 созес 0, 
3 1 = cot A 
` 1+tan А 1+cot A 
4. cosec^A – соБА =1 +3 cosec?A cot?A. 
5. cos^A tsin^A—1- 3 sin?A cos?A. 
Ta, = 1 МЕ, 
% соз°А cosec?A-] 1. 
- ০০৪ A+tan А sin A=sec A. 
sec*A +tan*A=1+2 sec?A tan?A, 
1+3 cos 0—4 cos?0 н 
9. alesse CCAir mate ` =(1+2 cos 0)°. 
l+ cos 0 
|, + тше 
10. (cot 0 + cosec 0) রি 
11 Қыша, (Lino B 
` 1-cot*0 \1 = cot 0 
12 fan^a—cot?a віп?а- 9092. 
É 1 + соб? а cos*a 
18. 1+tan 0+sec 6= —— E কান? 
ч M 1 + cot 0 — ০০৪০০ 0 
14. {80.0 +sec 0—1_l+sin 9. 
' tan 0 —sec 0+1 cos 0 
sin А-Я sin°A _ 
15. асове – совд ША. 
1 +sin 0 B 1-sin 0 
_ 0 с0- 
16. i-sing £80 8e 1+sin Ө 
совес At+cotA_ _вїш°А А 
11. совес À —cot A (= ов A)? 


সুন্মকোণের ভ্রিকোণমিতিক কোণাহ্ুপাত ДЕШЕ 


18. (1+sin А “сов A)? =2 (1+ ѕіп А)(1 + cos А). 
sec 0 +tan 0 sec 0 —tan 8 
= =9 = 
19. sec 0 Ecot O cosso O ECOG 74 (sec 0 — ০০৪০০ 6). 
DM. ER eee 
“* 1+sin?@ l-cosec*0 -" 
21 sin°a+cos*@ , вїп°а—соз°а _ 
` sina+cosa віп ৫ _ 0032. 
22 tan 0 sing _ 
22. РЕ Тео = 2 6088. 
gg, COs + eos $ sin 0 tsin ৫.৮ 
` sin 0—sin $ ৩০০৪%-০০৪০ 
24. 1+4 ০০৪০০%০ cot?0 = (cosec?0 + ০০৮১০)? 
25. Express 1-2 sin 0 cos 0 as a perfect square. ( 
26. Express 2 вес?0 - sec*0 - 9 cosec*@+cosec*@ in terms 
oÍ tan 0. 
27. Prove that 
(sin а cos B + cos a sin B)(sin a сов Ё — cos a sin B) 
=sin°a — sin?f. 
28. Ifsin A+sin°A=1, then соз? А + cos*A = 1. 
29. (i) Ifsin 0-— сов 0 = 0, prove that sec 0 = V2: 
(ii) It 7 sin?0 +3 ০০৪%০ = 4, show that tan 0 = 5 
(iii) It 3 sin 0+4 cos 0= 5, show that sin 6=4. 
A. ১5854, 
30. If tan 07560 9=2, show that sin 0— ee 
a а sin 0 — b cos 0. 
31. Ittan0= ү? find the value of ROEL CCE 
39. If 1+4ш°=4 sec A, prove that 
sec А +tan А=9 ог 1/21. 
38. Express sina in terms of sec a, and sec 0 in terms of 
cot 0. is 
34. Given sin@=# eos $-1$, where 0 and $ are acute 


tan 0—tan ¢ ` 


angles, find the value of ] + tan 0 tan ó 


২৮ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


35. If соза+зта= ২/9 соз a, prove that 


cos a—sin a= ,/2 sin a. 
ч বলা] созес* А — sec? A 
36. If tan A= J3 find ইতি 
-/87- If 1+sin?A=8 sin А cos А, find tan A. 


38. If tan 0--sin 0=m, tan 0— sin 0—n, prove bet d 
m° —n? = 4 Jmn. 


89. 


It (a^ —b°) sin Ө + 9ab cos 0 = a? + 8৭, find tan 0 and 
cosec 0. 


ৰ A 
40. If tan OE e prove that 
^/2 cos 0 —sin a+ COS a. 


41. Given tan?0—] —e?, show that 
s 
sec 0 + tan?0 ০০৪০০ 0 = (3 = e°), 


4. Ifc and y are two unequal real quantities, 


show that the 
2 ` 
equations (i) ৪]020 = (с at 


and (ii) cos o=a+ 2 are both 
impossible. 


43. Eliminate 0 between 
(i) z= a cos 0, y=b sin 0. 
(ii) 2৯০ (sec 0 + tan 0), y=c(sec 0 = tan 0). 
(i) a cos 0 + b sin 0 +c=0, а cos 0 +b' sin 0+ c/ = 0. 
(iy) a tan?0-- b tan 0 + =a cot?0-- cot 0+ c =0. 


ANSWERS 
1 a? — 6? 
25. (sin 0 —cos 0)*. 26. up Chanta. 81. ate? 
gg, */ ৪০০%-] ; А/1+ оой, 34.26, — 36. à 37. Lord. 
š sec a cot 0 
2—3. a?+b? КҮК ЖИТ ভৰ а-а 
39. = MEI 43. (i) wtp (№) ০/-০৭, 


(ші) (bc — b'e)? + (ca'— c'a)? = (ab! —a'b)?. 
(iv) (ab — b/c)(ab' — bc") = (aa! – се)?. 


স্থক্্রকোণের ত্ৰিকোণমিতিক কোণাহুপাত ২৯ 


Examples H(A) 


Prove the following identities (Ez. I to 28) -- 


1. 


2. 
3. 


tan?a соба _ 1-2 sin?a cos?a 


l-tan*a 1 + соба sin а cos a 


(tan 0 + cot 0 + sec 0)(фап 0+ cot 0 — sec 0) = соѕес?0. 


sin 6 (L+ tan 0) + cos 0 (1 + cot 0) = sec 0 + ০০৪০০ 0. 
[ C. О. 1985 1 


(1 + sin a — сов a)? + (1 — sin a + cos а)” =4 (1 — sin a cos а). 
sinĉa + sin*a cos?a — sin*a costa — созба = sin°a — сов?а. 
3 (sin 0 + eos 0) — 2 (sin?0 + eos°0) = (sin 0 + cos 0)”, 

1 a eid 1 


cosec 0 — cot 0 = пө sin@ cosec 0+ cot 0 


cos © 4 6081 сова -,. 60807 |, 
sinz-cosy ‘віп /-с052 sin 2- cos sin y + cos 2 


(sin 0 + cosec 0)* + (০০৪ 0 + вес 9) = tan?0 + cot^0 + T. 
(sec 0 — сов 0)(соѕес 0 — sin @)(tan 0 + cot 0) = 1. 
] + (০০৪০০ т tan y)? _ 1+ (cot m sin y)*. 
1+(cosec 2 tan y)" 1+(cot z sin y)? 
sec?a cosec?a — 3 sec a cosec a= tan?a + cota. 
вїп° А — 0994১ = (sin А + cos A)(sin A — соз А) 
x (14-sin A сов А)(1-віп А cos А). 
_ tana т cot a 
(1 + tan?a)* (1+ cot^a)* 
31070 tan 0 — cos20 cot 0 + sec 0 cosec 0 = 2 tan 9. 


= gin a cos а. 


cos?A — sin* A О 
sin А соз?А — cos А біп А 


tan2A 1065১ _ sin* A +cos*A, 
зе Жора 

tan2À — cot" A sin*A —cos* À 
(sin a cos B — cos ৫ sin 8)? + (০০৪ а cos B + sin a sin f)? 21. 


1 — а 
Tf cos?A - sin? A = tan? В, then cos? B _ sin? B = tan" A. 
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20. If sintz+sin°z=1, then ілі 88,050 = ШЕ 
21. Show that the difference between 8 sin*0 — 9 sin°0 
and 2 cos°0 — 3 cos*@ is the same for all values of 0. 
22. Tt = КЕЕШ, show that 1 рта. 
28. Iftan^A —1--2 tan?B, show that сов В = 2 cos*A. 
24. Ifsin'a+cos a=], then sin a7 Сова +], 
- 25. Ifa cos 0-6 sin 0—c, then show that 


а sin 0+ b cos 0= + Ja2+h2—¢2 
26. If(1+sin z)( + sin y)(1+sin 2) 


=(1- sin z)(1—sin y(1— sin 2), 
prove that each is equal to + cos œ сов 7 COS 2. 


27. Ifs sin?a-ty cos a= sin a cos a, and 


2 sin a—y cos a=0, then s? +y — 1. ГС. 0. 1937 ] 
_ sing sin 10, 
28. Ifsin A= ПЕРДЕ 7 show that 


соз т cos y 
9০৩০৮ 
as A= POSU: sin y 
>. 9. (i) If sin a + ০০৪০০ a = 2, then sin"a + cosec"a = 9, 
(ii) If sec а= sec B sec 7 + tan B tan y, 
then sec В = sec У sec at tan У tan a. 
4-2 60340, sins 
„80; i 4১ 


4 int, 
cos sın 
z - а-=1, then 2১854 шу 
cos y sin“y cos 2 sn“ mx 


তৃতীয় অধ্যায় 
কয়েকটি বিশিষ্ট কোণের ক্ষোণানুপাত 


31. 30-28 cese | 

মনে করি, আবর্তনকারী সরলরেখা OX হইতে আবর্তন আরম্ভ করিয়া 
30° ডিগ্রির সমান хор কোণ উৎপন্ন করে । ০৮-র উপরিস্থিত P বিন্দু 
হইতে Ох-чЧ উপর РМ 44 টানা 
554; অতএব, / ОРМ = 60°. 

PNT Q পর্যন্ত এমনভাবে বধিত 
করা হইল যে, NP=NQ; OQ যুক্ত o 


করা হইল। ইহা সহজেই প্রমাণ করা “4 ара IN х 
যায় যে, PON এবং QON {учат Ф. 
সবসম ; অতএব, চিত 


ZOQN = ZOPN =60° ; 
সুতরাং OPQ একটি সমবাহ 18991 অর্থাৎ, OP=PQ=2PN. 
উপরের চিত্র হইতে দেখা যায় যে, PN=a হইলে, OP =9a ; এবং 
ON = JOP?-PN? = Viata? = ,/баз-а,/8. 1 যেহেতু, ZPON 
=30°, একটি 3940414, অতএব ON, PN এবং OP বাহুগুলি প্রত্যেকেই 
ধনাত্মক হইবে । ] 
সুতরাং, sin 80°=sin PON=Gp 7 35 
ОМ а RE} EVE 
2 


zl. 
2 
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32. 45°-ая কেলাল্জলাভ | 

মনে করি, / ХОР=45°; P হইতে 0X-এর উপর PN ay টানিলাম | 
অতঃপর, PON সমকোণী fagra и PON = 45°. 

অতএব, ZOPN=45° এবং ON=PN. মনে করি, ON-PN-a; 
সুতরাং, ОР= JON? +PN2= Vatta? = a 4/9. 


D 
a 2 
a 
о а N x 
1 s IPNI LAL 
সুতরাং, sin 45 OD WE 
с, ON Tt 
cos 45 0р7 
s= PN = 
tan 45 = бу dz 


see 45° = ০০৪০০ 45° = V2 ; cot 45? = 1. 

33. 60-93 сегіз ез Із | 

মনে করি, Z ХОР = 60°, এবং PN সরলরেখা 0সু-এর উপর লঙ্ব। OX 
হইতে ОҚ-«Я সমান করিরা NQ 
কাটিয়া লওয়া হইল। PQ যোগ করা! 
হইল। অতঃপর, ইহা প্রমাণ করা যায় 
C, OPN এবং Ору fagra 
সৰ্ধসম। অতএব, Z PON = ХРОМ 
—60°. অর্থাৎ, POQ ত্রিভুজটি একটি 


সমবাহু ত্ৰিভুজ ; west OP=0Q 
=90N. 


কয়েকটি বিশিষ্ট কোণের কোণান্ুপাত ৩৩ 


ON =a লিখিলে, OP =2a. অতএব, PN = JOP* - ON? = \/4a7=a* 
=a 3. қ ty 
359415, sin ev = টম —-у® 
cos 60° = ox = i 
tan ee - = A/3. 
aeui 5 e 
cot 60 = КЕН вес 602 = 2 5 ০০৪০০ 60 = 
ষ্টব্য। কোণাই্গিপাতের মান হইতে ইহা সহজেই লক্ষ্য করা যায় যে, 
sin 60°=cos 30°, cos 60°=sin 30°, tan 60°=cot 30°, cot 60° 
ian 30°; sec 60°=cosec 30°, совес 60° = sec 30°. পরবর্তী 
অধ্যায়ে ইহা আরও ব্যাপকভাবে প্রমাণ করা হইবে যে, দুইটি কোণ পরস্পর 
পুরক হইলে, একটির সাইন অপরটির কোসাইনের সমান হইবে এবং ইহার 
বিপরীত প্রক্রিয়া ; একটির ট্যানজেণ্ট অপরটির কোট্যানজেশ্টের সমান হইবে 
এবং ইহার বিপরীত প্রক্ৰিয়া; একটির সেকাণ্ট অপরটির কোসেকান্টের সমান 
হইবে এবং ইহার বিপরীত প্রক্রিয়া । 45° নিজেই নিজের পূরক কোণ 
হওয়ায় ইহার সাইন এবং কোসাইন পরস্পর সমান হইবে, _ইহাঁ $ 39-05 
দেখানো হইরাছে। 
3:4. 90°-= cestett-x71t | 
মনে করি, ХОР এমন একটি সুস্মকোণ যাহার মান প্রায় 90° ডিগ্রির 
সমান। OX-em উপর PN 44 টানিলে, ON অংশ 
অত্যন্ত ক্ষুদ্ৰ হইবে, এবং ХОР কোণ যতই 
90° ডিগ্রির নিকটবর্তী হইবে, ON ততই RAST 
হইতে থাকিবে । কিন্তু ОР সরলরেখার দৈর্ঘ্য সর্বদা 
সমান থাকিবে এবং PN সরলরেখা 0-এর নিকট- 
বৰ্তী হইতে থাকিবে | পরিশেষে, যখন ХОР কোণ 
90*ডিগ্রির সমান হইবে, তখন OP ও PN মিশিয়া 
যাইবে, এবং Ом-чя দৈর্ঘ্য শূন্য হইয়া যাইবে | 


অতএব, PN এর মান 1 হইবে এবং ОМ এর মান 
49 হইবে | 


° 


2—08 ЕКА 
g 


° 
= 
я 
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সুতরাং,  910.90"= DX (সীমাস্থ যান )=1 
f 
o ON = 
сов 90°= ор (সীমাস্থ মান)-০ 


tan 90° = 2290" _ 


cot 90° = 


cos 90° _ 
sin 90° 


1 
сов 9U° 0 
0 
1 


2০৮18: 
созес 90 Sin 90° I 
* 


3'5. 0-893 сезе іі) | 
মনে করি, / ХОР একটি অতি ক্ষুদ্ৰ ধনাত্মক কোণ এবং PN সরলরেখা 


Р 0স-এর উপর AI) অতএব, 

КРЛ) Z XOP যতই FATA হইবে, PN- 

এর দৈর্ঘ্য ততই ক্ষুদ্র হইবে, কিন্তু 

9 N ОР-<4 দৈৰ্ঘ্য zm সসীম থাকিবে | 


এক্ষণে ХОР কোণকে ক্ষুদ্র হইতে ক্ষুদ্ৰতর করিলে, পরিশেষে যখন ইহা 
যে-কোন ক্ষুদ্র সংখ্যা হইতে ক্ষুদ্রতর হইবে, তখন ইহাকে 0° কোণ বলিয়া 
সুচিত করা হইবে) এই ক্ষেত্রে কার্ধতঃ, PN বিলুপ্ত হইবে এবং OP ও ON 
সরলরেখা সর্বদাই সীমাবদ্ধ থাকিবে এবং পরিশেষে তাহার! মিশিয়| যাইবে। 


PN টন ‚ОМ 
অতএব, бр অনুপাত অবশেষে শূন্য হইয়া যাইবে এবং Ор অনুপাত 1 হইবে | 


সুতরাং, в е-БЫ ( সীমাস্থ মান )=0 


*_ ох $ 
eos 0 =ор( সীমাস্থ মান)-1 


tan 0—9 0° _ 0 =0 
cos 0° y 


1 
e. 60807 1% 
০৮০ ОКО 

° 1 
60866 0 эш 0° 0 


52 ee 
sec 0 шіре 


কয়েকটি বিশিষ্ট কোণের কোণানুপাত ৩৫ 


দ্রষ্টব্য । 0° এবং 90° পরস্পর পূরক কোণ বলিয়া, sin 90°= сов 0°, 
cos 90? = sin 0°; ইত্যাদি | 

বিশেষ দ্র্টব্য। 90° 0° ডিগ্রি কোণান্থপাতগুলির মান নির্ণয় করিতে 
গিয়া আমাদিগকে উপরোক্ত তারকাচিহ্ছিত স্থানগুলিতে আসিয়া 0-দ্বার! একটি 
সসীম সংখ্যাকে ভাগ করিতে হইতেছে | ভাগের সংজ্ঞান্থসারে, «সংখ্যাকে 
ঠ-দ্বারা ভাগ করিয়া আমরা এমন একটি সংখ্যা с পাইব (অবশ্য এইরূপ কোন 
সংখ্যা с থাকিলে ), যাহাতে a=bxc হয়। এক্ষণে, মনে করি, 1-কে 0-দ্বারা 
ভাগ করিলে আমরা 2-সংখ্যাটি পাই। অতএব, 7০ ৫০, কিন্তু ইহা 
অসম্ভব। এতদ্বারা প্রমাণ হইতেছে যে, কোন সসীম সংখ্যাকে 0-দ্বার| 
ভাগ Fal বার না। অতএব, tan 90°, sec 90°, cot 0° এবং совес 0° 
_এই চারিটি 5991296 মান নির্ণয় করা যায় না; অর্থাৎ তাহারা অনিৰ্দিষ্ট 
(undefined). 

3'6. 0°, 30°, 45°, 60°, 90° এই কয়েকটি বিশেষ কোণের কোণান্থ- 
পাতের মান সৰ্বদাই ব্যবহৃত হয় বলিয়া ইহাদের বিশেষভাবে মনে রাখিতে 
হইবে। প্রত্যেকটি কোণের প্রথম তিনটি 21418991094 মানের তালিকা, 
নিয়ে দেওয়া হইল; অবশিষ্ট তিনটি কোণের কোণানুপাত ইহাদের বিপরীত 
রাশিগুলি হইবে 


cosine tangent 


৩৬ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 
377. <әғгішеңсізіеті 


=30° =l- 80.26, 
Ex. 1. 0-30 হইলে, cos 99 = 14759 ইহার সত্যতা নিৰ্ণয় কর। 


MUS], сов 20 = cos 60°=% এবং tan 0 = tan 30° = 


লুটি 
Ше tan*@ _ ah Жа ; _1- 8800.20, 
lttan?0 143^ 22 অতএব cos 29 1+tan20 


Ex. 2. sin 80° = sin 60° cos 30° — cos 60° sin 30°. 
দক্ষিণ পক্ষে মানগুলি যথাক্ৰমে বসাইলে, দক্ষিণ পক্ষ 


- 38. ae -44=$-4=4=sin 30°. 


Verify this. 


Ex. 3. Solve for 0, where 0 is a positive acute angle, given 


cosec Ө cot 0 = 9 ,/3. 


1 сов0 
এখানে) совес 0 cot 0=92 /3 বা, Sin 0'sin 0 =2,/3 


বা, сов 0 = 9 ,/3 sin20=2 „/3 (1 — сов70). 
বা, 2/3 ০০৪%০ + соз 0 — 2 /3=0. 

বা, 2/3 cos20 + 4 cos 6-9 cos 0— 9 /3=0 
বা, (V8 cos 0 + 9)(9 cos 0 = /3)=0 


3 
অৰ্থাত, ০০৪০= - % বা, У, 


কিন্তু, 0-সুক্মকোণ হইলে cos 0 কখনও 1 অপেক্ষা বৃহত্তর এবং খণাত্মক হইতে 
পারে না) অতএব cos = 


অৰ্থাৎ, 0= 30°. 
В tye td л . п л 
Ех. 4. Evaluate (sin 6 +০০ G |» 3703 =) 


"E л md п 
(sin § + сов G sin 3 — cos = 


= (sin 30° + cos 30°)(sin 60° — сов 60°) 


কয়েকটি বিশিষ্ট কোণের কোণানুপাত ৩৭ 


-(3 8281) 
2 2 2 2 
(/8%1(,/8-) 8-1 1. 
4 4 9 
Ex. 5. If А=30°, prove that sin ЗА = 8 sin À — 4 sin? A. 
sin 8A =sin 90°=1. 
3 sin А-4 sin?A —3 sin 30°—4 sin? 30° 
=3.4-43= 
sin 3A —3 sin A —4 91094. 

Ex. 6. Find x from the equation 


cot? 30° sec 60° tan. 45° 


. ° 3 ae UT 
т sin 80° соз? 45 cosec? 45° cosec 80° 


à cot? 30° sec | 60° tan ‚45° 
sin 30? cos? 45° cosec? 45° ০০৪০০ 30? 


e (S Su apani 
ra) are 


Ex. 7. If A, B, C be the angles of a triangle having no obtuse 
angle, such that 


sin (В+0- А)=1 SENE) 
cos (0+ A-B)=1 o». v (Bl) 
find. A, B, C. 
যেহেতু, ত্রিভুজের তিন কোণের সমষ্টি 180°, অতএব 
А+В+0=180° uoc B) 


এখন, B+O-A এবং 0-А-В কোণদ্বয় 180° হইতে হৰত 
কোণ হইবে; কারণ A, В, 0 কোণত্রয় স্থলকোণ না হওয়ায়, В%О-А 
=A+B+0-2A=180°-2A, এবং C+A-B=190°-2B ANAT 
হইতে পারে 41 | 
অতএব, (1) ও (9) হইতে আমর! লিখিতে পারি 
B+C-A=90° Es (4) 
C+A-B=0° ico (5) 


৩৮ 


উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


এখন, (8) ও (4) হইতে আমরা পাই 2А=90°; 2. д—45° 
8) ও 5) > » » ов-180% .. В=90°; 
স্থতরাং O — 45°, 


tan G toot 96° oo ono 
Ех. 8. Show that cot 64° + tan 96° ^ tan 64° cot 26°. 


= fan 64° + cot 28° ап 64° + cot 96° ж O 
বাম E ете জাতিতে Ew. = cot 267+ tan 64* 64° = tan 64° cot 26°. 
tan 64° cot 26° (ап 64° cot 26° 


Examples Ш 


Verify the results (Ez, 7 to 6) — 
1. 1-2 sin? 30°=2 cos? 30°-1 = зов 60°. 


_2 tan 30° _ 
2. T= tan? 30° = V3. 


3. cos 2 сов Hsin 22 san п 42 এত) sine 
Ey Gem Ing Bine cosi 9 я n 


l—tan A tan B. 
(ii) cos А = eos?*B = віп В, 
where А = 60৭, B=30°, 
9. sin 83A=3 sin А-4 sin A, where A= tz. 
6. соѕес? 45° sec? 30° (sin? 30° + 4 cot? 45° — вес? 60°) =+ 


1011 fan*7 — cos? ae sin 4 0057 tan = find z. 


8. If 0 be a positive acute angle, find 0, when 
(i) 2 51029 8 cos 6. 
(ii) tan 0+ cot 6 = 2, 
(iii) ০০৪০০%০+ 5 = 3 ,/8 cot 0. 
(iv) sin 0 +cos 0— V2. 
(v) 2 (соз?0 — sin*0) =1. 


কয়েকটি বিশিষ্ট কোণের কোণানুপাত ৩৯ 


(vi) 6 sin20—11 sin 0+4=0. 
(vii) sim 9০০৪9 _1- V3. 
17 sin 0+со50 1+ /8 ) 
9. Given 0 and Ф to Ье positive acute angles, and 
tan (0+ 4) = ,/8, tan (৪ — Ф) = 1, determine 0 and $. 
10. Find а and В (a and В being positive acute angles), if 
sin (2a — f) = 1, 
апа ০০৪ (a+f)=4. 
11. Find A, В, C (A, B, C being positive acute angles), if 
sin (В+С-А)=1, 
cos (C+ A - B)=1, 
and tan(A+B-C)=1. 
12. Find the numerical values of :— 
নিল а Jua у ырат 
(i) cot 6 9 cos নয়া 4 4 sec 6 
(ii) 3 tan? 45° — sin? 60° — 1 cot? 30° + вес? 45°. 


ANSWERS 
7. AB. 8. (i) 60°. (ii) 45°. (iii) 80° (There is another 
angle which is not one of the standard angles). 
(iv) 45°. (у) 30°. (vi) 30°. (vii) 30°. 
9. 0-59, %- দা... 10. a=50°, B=10°. 


11. А=294°, В= 674°, 0= 45°. 12. (i) -%. — Gi) 1, 


চতুর্থ অধ্যায় 


উচ্চতা ও দুরত্ব-বিষয়ক সহজ প্রশ্নাবলী 


( Easy Problems on Heights and Distances ) 


4'1. যে সমস্ত ক্ষেত্রে কোন বস্তুর দূরত্ব বা উচ্চতা প্রত্যক্ষভাবে পরিমাপ 
করা যায় না, সেই সমস্ত ক্ষেত্রে এ বস্তুর দ্বার! দর্শকের চক্ষুতে উৎপন্ন কোণের 
পরিমাপ লইয়া! ত্ৰিকোণমিতিক স্থত্রের সাহায্যে ও বস্তুর উচ্চতা বা দূরত্ব নিৰ্ণয় 
করা যায়;__ এই সকল দূরত্ব বা উচ্চতা নির্ণয়কার্ষে ত্রিকোণমিতির প্রয়োগ 
অত্যন্ত ব্যাপক | দর্শকের 5%0% উৎপন্ন কোণ 45% (sextant) বা থিয়ো- 
ডোলাইট (Theodolite) অথব| অন্য কোন কোণ-পরিমাঁপক যন্ত্রের সাহায্যে 
নির্ণয় করা যায়। এই কারণে জরিপের কাজে ভ্রিকোণমিতির প্রয়োগ 
অপরিহার্য । জ্যোতিবিদেরাও চন্দ্র, 94, নক্ষত্র প্রভৃতি আকাশের বন্তগুলির 
দূরত্ব নির্ণয়ে ত্রিকোণমিতি খুব ব্যাপকভাবে প্রয়োগ করিয়া থাকেন | 

ব্যবহারিক প্রয়োগের ক্ষেত্রে ছুইটি কোণ বিশেষভাবে ব্যবহৃত 54; 
তাহাদের সংজ্ঞা নিয়ে দেওয়। হইল s— 

দর্শকের DET অবস্থান 0 হইতে OX একটি অনুভূমিক (horizontal) রেখা 

D ৷ টানিলে, অনুভূমিক রেখা OX 
হইতে উপরে অবস্থিত একটি 
বিন্দু ря সহিত ০-বিন্দুর 
সংযোজক সরলরেখাটি OX- 
এর সহিত যে কোণ উৎপন্ন করে 
তাহাকে বলা হয় 0-বিন্দু হইতে 
we বিন্দুর উন্নতি-কোণ 
(angle of elevation or 
altitude) | 

অনুরূপভাবে, OX- নিয়ে অবস্থিত Q একটি বিন্দু হইলে XOQ কোণের 
পরিমাপ ঘড়ির কীটার গতির দিকে 464154 এবং এই কোণকে Q বিন্দুর 
অবনতি-কোণ (angle of depression) বলে | 


উচ্চতা ও দৃরত্ববিষরক সহজ প্রশ্নাবলী ЄЎ 


4:2. ভদ্লহুল্লল'আল্না 


Ех. 1. From a distance of 40 feet from the foo. 

i Р t of a 

tree in а horizontal field, the angle of elevation of the 2 спат 
tree is observed to be 60°. Find the height of the tree. i 


মনে করি, বৃক্ষ PNR উচ্চতা h ফুট ; N বিন্দুর মধ্য দিয়া XN অনুভূমিক 
রেখার উপর ০-বিন্দুটি এমন төлі হইল যাহাতে ON=40 ফুট হয়। 


অতঃপর / NOP কোণ 0-বিন্দু হইতে দৃষ্ট 2-বিন্দুর উন্নতি কোণ। অতএব 
ZNOP = 60°. 

Ë =tan PON =tan 60°= КЕ 

A= 40 এনি 98-6926 ফুট | 


Ex. 2. From one bank of a river, the top of a building just 
on the opposite bank is observed to have an elevation of 45°. On 
receding 50 ft. from the bank, perpendicular to tts edge, the angle 
of elevation becomes 30°. Find the breadth of the river and the 


height of the building. 
AQ নদীর প্রস্থ এবং 20 গৃহের উচ্চতা হইলে, /РАО-45; পুনরায় 
AB=50 ফুট НСТ, Z PBQ =30°. 


BQ EPA ЕС 
এক্ষণে, pq ce 30°, ৫০০ 45°. 


অতএব বিয়োগ করিলে, নি cot 30° — cot 45° 


৪২ 


ij Ea Q 


PQ = er = 0042 +1) 08'8 ফুট (atta) 


4944, 8০০৮ 45°=1; г. AQ=PQ=68's ফুট (e)! 
Reals, নদীর প্রস্থ এবং গৃহের উচ্চতা উভয়েই প্রায় 68: =Ë | 


Ех. 3. The angles of depression and elevation of the top of 
0 tower 50 ft. high from the top and bottom of a second tower are 
60° and 20° respectively. Find the height of the second tower 
to the nearest foot. [ Given cot 20? = 2747 ] 

মনে করি, AB, 50 ফুট উচ্চ একটি স্তম্ভ, এবং PQ অপর একটি স্তম্ভ (অর্থাৎ 
দ্বিতীয় স্তম্ভ )। অতএব, ¿XPA=60° 
এবং ZAQB=20°. AG সরল-রেখা 
BQ অথবা РХ-чЯ সমান্তরাল হইলে 
LPAC- 4199 / XPA = 60°. 


এক্ষণে, QB сі 20°, 
AB 


অর্থাৎ QB=AB cot 20°, 


এবং TS =tan РАС = tan 60°, 
РС= АС tan 60* = ОВ tan 60* — AB cot 20° tan 60° 


উচ্চতা ও দূর্লত্ব-বিষয়ক সহজ প্রশ্নাবলী ৪৩ 


অতএব, PQ-3 উচ্চতা =P0+ 00 = AB cot 20° tan 60° + AB 
= AB (cot 20° tan 60°+ 1) 
-50(2747х /3 +1) 
-9878-- ফুট = 988 ফুট (প্রায় )। 
Ex. 4. The elevation of a hill from а place P due East of 


it is 45°, and at а place Q due south of P, the elevation is 30°, 
If the distance PQ be 400 yds., find the height of the hill. 


A 


BSN \ I 
ие 
хоч j 400 yds. 
507 


Q 
মনে করি, A পর্বতের শীৰ্ষবিন্দু এবং В উহার ঠিক অধঃস্থিত (vertically 


below) ভূমিস্থ fay! BP ইহার পূর্বদিক এবং PQ দক্ষিণ দিক হইলে 
ZBPQ=90°, আবার, / АВР ও ZABQ উভয়েই সমকোণ। 


এক্ষণে, re =cot АОВ = соё 30°= ৬. 


BP о 
Š == = cob 45° = 1. 

এবং AB cot APB=cot 45 

অতএব, BQ-AB J3, BP=AB. 

এবং PQ? =BQ?- BP? =3AB? - AB? = 9.43" 


РО 407 = 900 J3=288 গজ (প্ৰায় ) ৷ 


৪৪ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 
Ex. 5. Find the angle of elevation of the sun when the shadow 
of а pole 60 feet high, is 20 ,/3 yards long. 
মনে করি, S 54, BO প্রদত্ত দণ্ড, এবং AB ইহার ছায়া। 
8 2. BO=60 ফুট 
AB=20 /3 গজ = 60 J3 ফুট | 
G 
অতএব, ABC সমকোণী ত্ৰিভুজ 
হইতে, আমরা লিখিতে পারি 


tan A= নি 


A B T = = tan 30°. 


কিন্ত, ZA অর্থাৎ / TAS সূৰ্য S এর নির্ণের উন্নতি কোণ। 
অতএব, নির্ণের কোণ = 30°. 


Ех.6. Find the height of a chimney when it is found that on 
walking towards it 250 feet, in a horizontal line through its. base, 
the angular elevation changes from 45° to 60°. 


মনে করি, AB চিম্‌নি, В ইহার শীৰ্ষবিন্দু; এবং দর্শক 0 হইতে D বিন্দুতে 
গমনের ফলে ]3-বিন্দুর উন্নতি কোণ 
যথাক্রমে 45° হইতে 60° 53 | в 


CD=250 ফুট | 
০ == AB. 
এখন, tan 45 “ас 


AB=AC, 
o_ AB ° 
tan 60 АР 45 ; 
Ape AB „АВ, £ 250 & D = 
tan 60° ৯/৪ 


ОЛОР Ж КВ т 
350- CD- AC- 41) = - $e &৪ =S 


apa 2508 = BOLUS 11) 2584 এ) ফুট । 
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Ех. 7. PQR is a triangle and S is the projection of P on QR 


produced. If ZLPQS=30°, LPRS= 45°, and QR=2 ft., find 
BS. [ О. 0. 1951] 


যেহেতু, ৪ বিন্দু 28-এর বধিতাংশের উপর 2-এর 24/54, 
ZPSR=90°. % 


এখন, PQS সমকোণী ত্ৰিভুজ 
হইতে, `7 ZPQS-30 


B- tan 30° 28. 
E^ Е AM 
Q8 - P8 V8, "৫ ав R 5 
বা, QR+RS=PS ৪ 
বা, 2+RS=PS/3 -- (1) 
আবার, PRS সমকোণী ত্রিভুজ হইতে, ` ZPRS=45", 
০7১5. : 8 
tan 4D cio 5. PS= RS. 


সুতরাং, (1) হইতে আমরা লিখিতে পারি 
2+RS=RS /3 


_ 9. а/л) pias 
RSS лк gaa /8+1 ফুট। 


ver a straight horizontal 
secutive milestones 0% 
d to be a and В. Show 
d is given by 


Ex. 8. From an aeroplane vertically o 
road, the angles of depression of two co 
opposite sides of the aeroplane are observe 
that the height in miles of the aeroplane above the roa: 

tana tan | ГО. U. 1952 1 
tan a + tan В 


মনে করি, A এরোপ্লেন, в ও 0 দুইটি পরপর মাইল নিদর্শন-ভত্ত। 
s. B0=1 মাইল। প্রদত্ত areca, /АВО^а এবং ZAOB- f. 
po বাহুর উপর AD 44 টানিলে, 1) =]; হইবে এরোপ্লেনের নিৰ্ণেয় উচ্চতা। 


৪৬ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


এখন, tan ac AD. ^ вр-,Ар; 
আবার, tan p= Б. 1 ০০৪১, 
কিন্তু, BD+CD=BC 
=1 মাইল। 
131 -BD-4OD 
AD , AD 


š. баһа tan 8 
= AD(tan а tan В). 


ae 3 


B D с tan а tan BA 


= = “lan a tan В. 
AD=h ৪78 ТЕТІ) 


Examples IV 


1. From the top of a tower by the seaside, 100 feet high, it 
was observed that the angle of depression of the bottom of a ship 
at anchor was 30°. Find the distance of the ship from the 
bottom of the tower. 


2. Two straight roads, which cross one another, meet a river 
with straight course at angles 60° and 30° respectively. If it be 
8 miles by the longer of the two roads, from the crossing to the . 
river, how far is it by the shorter? If there be a foot-path 
which goes the shortest way from the crossing to the river, what 
is the distance by it ? 


8. Two poles are of equal height ; a person standing midway 
between the line joining their bases observes the elevation of 
the poles to be 30°. After walking 40 feet. towards one of them, 
he observes that the same pole now subtends an angle of 60°, 
Find their height and the distance between them, 


4. A straight palm tree 60 feet high, is broken У ететі 
but not completely separated, and its upper part meets the ground 
at an angle of 30°. Find the distance of the point where the top 
of the tree meets the ground, from the root, and also the height 
at which the tree is broken. 
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5. Two posts ате 190 ft. apart, and the height of one is 
double that of the other. From the middle point of the line 
joining their feet, an observer finds the angular elevations of 
their tops to be complementary. Find the height of the shorter 
post. 


6. The Bally bridge subtends an angle of 45° at a given point 
at the edge of the river; 800 yds. higher up, it subtends an 
angle of 30°, The course of the river here is straight and per- 
pendicular to the bridge. Find the length of the bridge. 


7. The height of a house subtends a right angle at an 
opposite window, the top being 60° above a horizontal straight 
line through the window ; find the height of the house, taking 
tho breadth of the street to be 30 feet. 


8. From an aeroplane vertically over a straight road, the 
angles of depression of two consecutive milestones are observed 
to be 45° and 60° ; find the height of'the aeroplane. 


9. From a ship sailing due South-East at the rate of 5 miles 
an hour, a light-house is observed to be 30° North of East, and 
and after 4 hours, if is seen due North ; find the distance of the 
light-house from the final position of the ship. 


10. The shadow of a tower standing on a level plane is found 
to be 40 feet longer when the sun’s altitude is 45° than when it 
is 60°. Find the height of the tower. 


11. From the lower window of a house the angular elevation 
of a church-steeple is found to be 45° and from a window 20 feet 
above, the elevation is 30°. How far is the church from the 
house ? 


12. А light-house facing East sends out а fan-shaped beam of 
light extending from S. E. to N. E. Ап observer sailing due 
North, after meeting the light continues to see it for 10/2 
minutes. When leaying the fan of light, the ship is 10 miles 
from the light-house. Find the speed of the ship. 

13. A pole 100 ft. high stands vertically at the centre of a 
horizontal equilateral triangle, each side of which subtends an 
angle of 60° at the top of the pole. Find the side of the triangle. 


14. Two chimneys are of equal height. A person standing 
between them in the line joining their bases observes the eleva- 
tion of the nearer one to be 60°. After walking 80 feet in a direc- 
tion at right angles to the line joining their bases, he observes 


৪৮ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


the elevations of the two to be 45° and 30° respectively. Find 
the height and the distance between them. 


15. At the foot of a mountain the elevation of its summit is 
45° ; after ascending 1 mile towards the mountain up an incline 
of 80°, the elevation changes to 60°. Find the height of the 
mountain. 


16. From a station, two light-houses A and B are seen in 
directions North and 30° Hast of North respectively ; if A were 
one-third as far off as it really is, it would appear due West of B. 
Tf the distance of B from the station be 10 miles, find the distance 
of B from A. 


17. А person walking along a straight road observes a tall 
tree standing in front of a tower, both being on the road before 
him. The elevation of the top of the tower is 45°, and of the top 
of the tree 30°; on advancing 100 feet he finds the tower and 
the tree to have the same elevation 60°; supposing the height of 


the eye of the man to be 5 feet, find the height of the tower and 
of the tree, 


18. A man on the top of a rock rising on a seashore, observes 
а boat coming towards іб at.an angle of depression 30° ; 10 minutes 
later the angle of depression is 60°. The height of the rock being 
4000 feet, find the speed of the boat in miles per hour. 


19. A person walking along a straight level road observes the 
elevation of the top of a hill to be 60° when he is nearest the hill, 
and after walking 200 yards in a direction perpendicular to the 
direction of the hill from this point, observes the elevation to be 
30°. Find the approximate height of the hill. 


20. А square tower stands on a horizontal plane. From a 
point in this plane, only three of its upper corners are visible, 
and their angles of elevation are 45°, 60°, 45°. Find the ratio of 
the height of the tower to its breadth. 


21. Two wheels, the sum of whose radii is 10 feet, are placed 
flatly on a table with their centres at a distance of 20 ft. An 
endless string, quite stretched, is partly wrapped round the 
wheels and crosses itself between them. Show that the length 
of the string is nearly 765 feet. 


22. On a still day, from a station A an airship is observed due 
north at an elevation of 607, while from a station B it is observed 
due east at an elevation of 45. At this instant of observation, 
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a parachute message is dropped from the airship, and the observer 
at A has to walk a mile to reach the message. Find the distance 
between the two stations. 


23. From the foot of a column the angle of elevation of the 
top of a tower is 45° and from the top of the column the angle of 
depression of the bottom of the tower is 30°. А man walks 10 ft. 
from the bottom of the column towards the tower and notices 
the angle of the elevation of its top to be 60°. Find the height 
of the column, 


ANSWERS 
1. 100,/3 ft. 2. 2°89... miles; 24 miles. 8. 20,/3 ft. ; 120 ft. 
4. 20,/3 ft.; 20 ft. 5. 30,/2 ft. 6. 400 (./3+1) yds. 
7. 403 ft. 8. 3(3+ 4/3) miles. 9, 92'8 miles nearly. 
10. 94'64 ft. nearly. 11. 47:32 ft. nearly. 12. 60 miles per hour. 
18. 50/6 ft. 14. 406 ft. ; 40 /2 (+1 ft. 
15. 3(,/34-1) miles. 16. 54/13 miles. 
17. 241 6... ft. ; 916... ft. 18. 5:95... miles per hour. 
19. 367-38 ft. 20. 4,/6(/5+1). 
22. 9 miles. 23. 13'6G ft. 


পঞ্চম অধ্যায় 
প্ৰদত্ত কোণ 9-4 সহিত সংশ্লিষ্ট কোণসমূহের 
কোণানুপাত 
( Trigonometrical ratios of angles associated with 
a given angle 0 ) 


51. c=Lc==l= কেলৈনল্স СЕРР (Trisonometri- 
eal ratios of any angle). 

আমরা দ্বিতীয় অধ্যায়ে স্থক্মকোণের ত্ৰিকোণমিতিক কোণান্গপাতের সংজ্ঞা 
দিয়াছি। এক্ষণে, 9 যে-কোন কোণ (ধনাত্মক বা খণাত্মক) হইলে ইহার 
কোণানুপাতের সংজ্ঞা নির্ধারণ করিতে হইবে | 


একটি সমতলক্ষেত্রকে XOX! এবং YOY’ এই দুইটি লঙ্ব-দ্বার| চারিটি 
পাদে বিভক্ত করা যায়। মনে করি, 
ОР সরলরেখা৷ OX হইতে আবর্তন 
আরম্ভ করিয়া ঘড়ির কাটার বিপরীত 
দিকে অথবা ঘড়ির কাটার দিকে 
9-কোণ উৎপন্ন করিল | এখন 0-4 মান 
যাহাই হউক না কেন, OP ATIAN 
উপরোক্ত চারিটি পাদের যে-কোন 
একটিতে অবস্থান করিবে । OP 


P লইয়া, P হইতে 0Xু-এর উপর 
কিম্বা ইহার বর্ধিতাংশ Ox eg উপর 
PN 440141524 1 BOA, OPN একটি সমকোণী ত্ৰিভুজ; ইহার বাহুগুলির 
অনুপাতের দ্বারা ০-কোণের কোণানগপাতের সংজ্ঞা নির্দিষ্ট হইবে। 


সরলরেখার উপর যে-কোন একটি বিন্দু 


প্রদত্ত কোণ 0-4 সহিত সংশ্লিষ্ট কোণসমূহের сіі ৫১ 


ON সংলগ্ন বাহু 
cos 0= OP" 


অতিভূজ 
_ PN বিপরীত বাহু 
6716 4০2 
ON সংলগ্ন বাহু 
9 fev 
СОБӨСВО = анан 
РМ বিপরীত বাহু 
ын ০= Ов = ы 
ON সংলগ্ন বাহু 


ом সংলগ্ন বাহু 
т 
PN বিপরীত বাহু 
374091044 অন্রপভাবে এখানেও vers 0=1- cos 0 


covers 0=1 _ sin 0. 


5'2. লেখ-অঙ্কনের (graphs) রীতি-অন্যায়ী OX এবং 0১-এর দিকে 
দূরত্ব মাপিলে তাহাকে ধনাত্মক এবং OX’ ও 0)'-এর দিকে দূরত্ব মাপিলে 
তাহা খণাত্মক বলিয়া গণ্য করা হয়, কিন্তু ОР সরলরেখা যে-কোন পাদেই 
অবস্থান করুক না৷ কেন, এইদিকে যে দূরত্ব মাপা হয়, তাহাকে সর্বদা ধনাত্মক 
বলিয়া গণ্য করা হয়। 


এই নিয়মানুযায়ী, OP সরলরেখা প্রথম পাদে অবস্থান করিলে, PN, ON 
এবং 0P,_সকলেই ধনাত্মক হইবে | AALS ХОР কোণের কোণান্থপাত- 
গুলি সকলেই ধনাত্মক হইবে । কিন্তু OP সরলরেখা দ্বিতীয় পাদে অবস্থান 
করিলে, ON чае এবং PN, OP ধনাত্মক। সেইজন্য, ХОР কোণের 
কোণাহ্পাতগুলির মধ্যে কেবলমাত্র সাইন.এবং কোসেক ধনাত্মক এবং অন্ত 
সকলেই ANTE | অনুরূপভাবে, ইহা প্রমাণ করা যায় যে, OP তৃতীয় পাদে 
অবস্থান করিলে কেবলমাত্র ট্যান এবং কট--উভয়েই ধনাত্মক এবং বাকী 
সকলেই ANAS | আবার, OP চতুর্থ পাদে অবস্থান করিলে কেবলমাত্র কস 
ও সেক ধনাত্মক এবং অন্তগুলি খণাত্মক হইবে | 


উপরোক্ত ত্ৰিকোণমিতিক কোণান্থুপাতের চিহ্ন স্মরণ রাখিতে নিয়লিখিত 
আলেখ্যটি খুবই কার্যকরী । এই নিয়মটিকে “সমস্ত, সাইন, БЛЯ, কস”_ সুত্র 


৫২ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 


বলিয়া আখ্যা দেওয়া 541 OP-q অবস্থান-অন্্যারী কোণান্ুপাতগুলির চিহ্ন 
এইরূপে দেওয়া যাইতে পাবে :— 


সাইন সমস্ত 


দ্ৰষ্টব্য 1. ইহা লক্ষ্য করা যায় যে, সাইন, কোসাইন এবং ট্যানজেণ্ট 
ধনাত্মক হইলে কোসেকান্ট, সেকাণ্ট এবং কোট্যানজেন্ট ধনাত্মক হইবে [যেহেতু 
55541927104 sin 0 . cosec 0 = cos 0 , sec 0=tan 0. cot 9-] ]) অতএব, 
প্রথম তিনটি কোণানগুপাতের মান ও бе দেওয়া থাকিলে শেষ তিনটি 
কোণান্গপাতের মান ও চিহ্ন অনায়াসেই পাওয়া 313 | 


WR 2. ইহা আরও লক্ষ্য করা যায় যে, সুম্কোণের অনুরূপ এখানেও 
ত্ৰিকোণমিতিক কোণাহুপাতগুলি OPN ত্ৰিভুজের আয়তনের উপর নির্ভরশীল 
THI অৰ্থাৎ, OP বাহুর উপর P যে-কোন বিন্দু লইয়া 6-কোণের কোণান্ু- 
পাতের সংজ্ঞা দেওয়া হউক না কেন, অনুরূপ কোণান্গুপাতের মান ও চিহ্ন সর্বদা 
সমান থাকিবে | [ দ্বিতীর অধ্যায়ের 979 অনুচ্ছেদ দ্রষ্টব্য |] 

CAIs, স্থক্মকোণের ন্যায় এখানেও কোণান্ুপাতগুলির মধ্যে Я 
পারস্পরিক সম্বন্ধ 1494141 অর্থাৎ, 9-কোণের মান যাহাই হউক না কেন, 


1 
cosec 9 sin 0 


আবার, sin28--cos28=1 
1+tan?0=sec26 
1- с0120 = со5ес? 9 


[ এই অভেদাবলীর প্রমাণের জন্য দ্বিতীয় অধ্যায়ের 2'8 অনুচ্ছেদ দ্ৰষ্টব্য |] 


ате কোণ 0-1 সহিত সংশ্লিষ্ট কোণসমূহের কোণাহ্ুপাত ৫৩ 


53. 6-ক্ৰে৷লৈল হক্োণান্জলপাতেবর সাহাস্যৈ (-9) 
cara секіс әйе ета প্রক্তাশ (Ratios of the 


angle ( — Ө) in terms of those of Ө, Ө having any magnitude). 


Fig. (iii) Fig. (iv) 


মনে করি, /ХОР-0, এবং আবর্তনকারী রেখার ঘড়ির কাটার দিকে 
আবর্তনের ফলে XOQ উৎপন্ন হইয়াছে এবং /Х00--0. ОР-44 
উপরিস্থিত যে-কোন বিন্দু P হইতে ОХ-ч উপর PN 84 টানিলাম [উপরের 
চিত্র (н) এবং (iii) এর ক্ষেত্রে 0X'-এর উপর PN AX টানিলাম]| PN-C* 


বর্ধিত করিলে ইহা 00-с% Q বিন্দুতে ছেদ করে | 


এক্ষণে, / ХОР (ঘড়ির কাটার বিপরীতমুখী পরিমাপের ফলে) এবং 
ZX0Q (ঘড়ির কাটার গতির দিকে পরিমাপের ফলে) পরস্পর সমান ; 
অতএব, Z PON = Z QON, [ forza কথা বাদ দিয়া শুধু মাপের ক্ষেত্রে কোণ 
দুইটি সমান ; কিন্তু প্রকৃতপক্ষে একটি ধনাত্মক ও অপরটি WW]! স্থতরাং, 
দুইটি সমকোণী ত্রিভুজ РОМ এবং QON সর্বদম। অতএব, অনুরূপ বাহুগুলি 


৫৪ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 


পরস্পর সমান। সুতরাং প্রচলিত প্রথাঙ্গযায়ী বাহুগুলিব চিহ্ন গণ্য করিয়া 
সমস্ত চিত্রেই দেখা যায় যে, 

QN = - PN. 

00-ОР (উভয়কেই ধনাত্মক গণ্য করা ZA | ) 


অতএব, সংজ্ঞানুসারে, 


sin (—6)= OQ = OP = —sin Ө. 
ON _ ON _ 
cos (— 6) OQ ор ০০৪ 9 
Т 918 
tan ( ө) ON ON tan 6 
এবং বিপরীত অন্গপাত-অঙ্গসারে, 
созес (—6)= - ০০৪০০ 0 


sec (— 0) — sec 0 
cot ( — 0)= — cot 0. 


54. (90°- ө)-ш কাোপান্ডুলপাত | 

মনে করি, একটি আবর্তনকারী রেখা ইহার আবর্তনের ফলে ZXOP=0 
কোণ উৎপন্ন করিল। অপর একটি আবর্তনকারী রেখা OX হইতে আবর্তন 
wise করিয়া ঘড়ির কাটার বিপরীত দিকে ঘুরিবার ফলে / ХОУ = 90" কোণ 
উৎপন্ন করিবার পর পুনরায় বিপরীত দিকে ঘুরিয়া ZYOQ=0 কোণ উৎপন্ন 
করিল (শেষোক্ত আবর্তন ঘড়ির কাটার আবর্তনের দিকে হইবে); অতএব, 
উৎপন্ন কোণ XOQ = 90? — 0. 

OP এবং OQ সরলরেখার উপর যথাক্রমে р ও Q বিন্দু দুইটি লওয়া হইল 
যাহাতে 0P= 00 হয়। ৮ এবং হইতে OX-a9 উপর PN ও QM аз 
টানা হইল | 

G) এবং (1)-নৎ চিত্ৰান্লযায়ী OP যদি প্রথম বা তৃতীয় পাদে অবস্থিত হয়, 
তাহা হইলে, 00-8 সেই পাদে অবস্থিত হইবে। কিন্তু ()-নং 154194157 
OP দ্বিতীয় পাদে অবস্থান করিলে OQ চতুর্থ পাদে অবস্থান করিবে এবং (iv) 
চিত্রাঙ্গযারী OP চতুর্থ পাদে অবস্থিত হইলে OQ দ্বিতীয় পাদে অবস্থান করিবে | 
এক্ষণে, / ХОР এবং ZYOQ কোণদয়ের পরিমাপ সমান বলিয়া ¿PON 


প্রদত্ত কোণ 0-4 সহিত সংশ্লিষ্ট কোণসমূহের কোণান্গপাত ৫৫ 


= Z OQM এবং OP=0Q. অতএব সমকোণী ত্ৰিভুজ PON এবং QOM 
সর্বনম। Work, অনুরূপ বাহুর পরিমাপ সমান প্রচলিত 61419415) বাহু- 
গুলির চিহ্ৃগুলি স্মরণ রাখিলে সমস্ত চিত্র হইতেই পাওয়! যায় যে, 


QM = ON, OM = PN, OQ = OP. 


ІМ Nx x NON 
LI l 
| | Q 
1 I 
I ly’ 
Fig (0), Fig, (ii) 


Fig. (iii) Fig. (iv) 


অতএব, 25995104, 
sin (90° 6)=sin / ১00 = LM 9 = 0০8.6 


eos (90°- 6) = = = np = sin Ө 


tan (90° -0) == py = ৩০%. 


৫৬ উচ্চমাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 
বিপরীত রাশিগুলি হইতে আমরা পাই, 


০০৪০০ (90°—0)=зес 0, sec (90°—6)=cosec 0 
cot (90° — 8) = tan 0. 


পর্যবেক্ষণ 2 (90° 0) কোণ 9-কোণের পুরক বলিয়া আমর! এই সিদ্ধান্তে 
উপনীত হই যে, দুইটি 94% কোণের যে-কোন একটির সাইন অপরটির 
কোসাইনের সমান, একটির ট্যানজেপ্ট অপরটির কোট্যানজেণ্টের সমান, এবং 
একটির সেকাণ্ট অপরটির কোসেকান্টের সমান। পূর্ববর্তী অধ্যায়ে 60° ও 30°, 
এবং 0° ও 90? এই 4% কোণগুলির ক্ষেত্রে উপরোক্ত সিদ্ধান্তের সত্যতা 


নিৰ্ণয় করা হইয়াছে | 
55. (90"+/6)-ল c==telt==lF= | 


0 


1 
1 
1 
1 
І 
Y^ 
Fig. (iv) 

মনে করি, আবর্তনকারী রেখা OX হইতে আবর্তন আরম্ভ করিয়া 


Fig.'(iii) 


প্রদত্ত কোণ ০-র সহিত সংশ্লিষ্ট কোণসমূহের কোণান্গ্পাত ৫৭ 


ZXOP=0 উৎপন্ন করিরাছে। অতঃপর, আরও কিছুক্ষণ আবর্তন করিবার 
পর Z POQ = 90° উৎপন্ন করিল ; অতএব, Z XOQ = 90° + 0. 

OP এবং 00 হইতে OP = OQ কাটিয়া লওয়া হইল এবং OX-«W উপর 
(প্রয়োজন হইলে ох-чя বর্ধিতাংশের উপর ) P ও Q হইতে যথাক্রমে 
PN ও QM 4% টানা হইল | ! 

Ор-т উপর OQ яч বলিয়া /PON-ZQOM কোণের 91% 
= ZOQM. (চিহ্ন গণ্য না করিয়া কেবল মানের দিক হইতে সমান৷) 
পুনরায় OP = OQ. অতএব, OPN এবং ООМ সমকোণী ত্রিভুজদবয় TÁTT | 
সুতরাং বাহুসমূহের চিহুগুলি গণ্য করিলে সমস্ত চিত্রেই দেখা যায় যে, 

QM = ON, OM = = PN, OQ = OP. 


অতএব, WAAC, 


772 NMA ON ч 
іп (90°+6)=sin ZXOQ ОО = OP cos Ө. 
евр ОМ РМ. 
соѕ (90 +9) = 00 =P sin 6. 
তক quoc 
tan (90-6) - Qr pay = 7 cot 6. 
এবং বিপরীত রাশিগুলি হইতে, 


совес (90° + 0) = sec 0 
sec (90° + 0) = — созес 0 
cot (90° + 0) = — tan 0. 


5'6. (180° –0)-= с=5Ї={ 21% | 

মনে করি, আবর্তনকারী রেখা / XOP = 0 কোণটি উৎপন্ন করিয়াছে ; এবং 
অপর একটি রেখা OX হইতে আবর্তন আরম্ভ করিয়া OX” 45% আসিয়া 180° 
কোণ উৎপন্ন করিল এবং পুনরায় বিপরীত দিকে আবর্তনের ফলে / X'OQ =0 
উৎপন্ন করিল। সুতরাং, /Х00-1807-0. 

এখানে OP প্রথম পাদে ও তৃতীয় পাদে অবস্থিত এইরূপ দুইটি চিত্র দেওয়া 
হইয়াছে। শিক্ষার্থীরা সহজেই অপর দুইটি চিত্র অঙ্কিত করিয়া লইতে সক্ষম 


হইবে বলিয়া আশা করা যায়। 


ез উচ্চ-মাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 


এখন, ОР-00 কাটিয়া লইয়া Р এবং Q হইতে OX বা 0সু-এর 
বধিতাংশের উপর যথাক্রমে PN এবং QM яч টান! হইল; সুতরাং, Z PON 
= ZQOM. (কেবল পরিমাপের দিক্‌ হইতে সমান।) এবং OP=0Q; 


I 
І 
! 
І 
| 
ту’ 
Fig. (i) 


Fig. (ii) 


অতএব, APON এবং AQOM এই সমকোণী ত্ৰিভুজদ্বয় সর্বসম | RETN, 
উহাদের অনুরূপ বাহুর দৈৰ্ঘ্য সমান। বাহুগুলির যথোপযুক্ত চিহ্ন গণ্য করিলে 
সমস্ত চিত্রেই দেখা যার যে, 

QM = PN, OM = - ON, OQ = OP. 


অতএব, 0-4 মান বাহাই হউক না কেন, ` 


sin (180° - 6)=sin X0Q = ОМ = ON = sin 6 
а; 


"cg OM 01 ж 
сов (180 -Ө-боғ ОР сов Ө 
QM РМ 


tan (180° - 6)= ом =ON т tan Ө. 


স্থতরাং, ইহাদের বিপরীত রাশি গণ্য করিলে, 
совес (180° — 6) = cosec 0 
sec (180° — 0)= — sec 0 
cot (180° — 0) = — cot 0. 


প্রদত্ত কোণ 6-4 সহিত সংশ্লিষ্ট কোণসমূহের CHINAS ৫৯ 


দ্রষ্টব্য । উপরোক্ত প্রথম দুইটি =a নিরলিখিতভাবে প্রকাশ করা যায় 2— 
. সম্পূরক কোণঘয়ের লাইন সমান হইবে এবং কোসাইনের পরিমাপ সমান 

হইবে, কিন্তু চিহ্ন বিপরীত হইবে | 

5:7. (1807--6)-ш কেলাল্জলাক্ত। А 

আবর্তনকারী রেখা OX হইতে আরম্ভ করিয়া / ХОР=0 উৎপন্ন করিবার 
পর পুনরায় একই দিকে আবর্তনের ফলে ZPOQ=180° উৎপন্ন করিল; 
অতএব, / XOQ =180°+ 0 এবং OP ও OQ একই সরল রেখায় অবস্থিত। 
ор-00 কাটিয়া লইয়া, P এবং Q হইতে XOX' রেখার উপর যথাক্রমে 
PN ও QM লম্ব টানা হইল | 

OP প্রথম ও চতুর্থ পাদে এইরূপ দুইটি চিত্র দেওয়া হইয়াছে ; অনুরূপভাবে 
অপর দুইটি চিত্র অঙ্কিত করা যাইবে | 


Fig. (i) Fig. (ii) 


এক্ষণে, POQ একটি সরল রেখা বলিয়া APON = ZQOM (পরিমাপে ) 
এবং OP=0Q; অতএব, APON ও AQOM এই সমকোণী (991 
sáng 1 4445, 5944 বাহুর পরিমাপ সমান। সর্বক্ষেত্রে উপযুক্ত চিহ্ন গণ্য 


করিলে 
QM = -PN, OM = - ON, OQ = OP. 


9-র সকল পরিমাপের ক্ষেত্রেই 
sin (180° + 0)=sin XOQ= 007 OP 


অতএব, 


উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


2056-80-67 


OQ OP = %8 0 
fan (1802-56) АМ SN 


OM =ON ON 8৪9. 
অতএব,  cosec (180° + 0)= - ০০৪০০ 0 
sec (180° +0) = — sec 0 
cot (180° + Ө) = cot 0. 


5:8. (270%- Ө)-= СЕН | 

মনে করি যে আবত্তনকারী রেখার আবর্তনের ফলে £ ХОР-0 কোণ 
উৎপন্ন হইয়াছে। অপর একটি রেখার আবর্তনের ফলে ¿XOY=970 
উৎপন্ন হওয়ার পর রেখাটি ঘড়ির কাটার গতির দিকে পুনরায় আবর্তন করিয়া 
Z Y'OQ = 0 উৎপন্ন করিল ; অতএব, / X00 =970° — 0. 


এখানে, OP প্রথম ও তৃতীয় পাদে অবস্থিত এইরূপ দুইটি চিত্র দেওয়া 
হইয়াছে; অপর দুইটি চিত্র অনুরূপভাবে অঙ্কিত কর! যায়। 


{ | 
І । 
! i 
Q ry Y" 
Fig. (i) Fig. (ii) 

OP=0Q কাটিয়া লওয়া হইল এবং р ও Q হইতে ХОХ রেখার উপর 
PN ও QM ая টানা 5871 যেহেতু ZXOP=ZY'0Q, ইহা সহজেই 
প্রমাণ করা যায় যে, Z PON = Z QM € পরিমাপে); এবং OP=0Q; 
অতএব, PON ও QOM এই সমকোণী ত্ৰিভুজদ্বয় দর্বসম | উপযুক্ত fom গণ্য 
করিলে সমস্ত চিত্রেই দেখা যায় যে, 


QM = - ON, OM = - PN, OQ = OP. 


প্রদত্ত কোণ 0-4 সহিত সংশ্লিষ্ট কোণসমুহের কোণাহপাত ৬৯ 
অতএব, 0-3 মান যাহাই হউক না কেন, 


ESSE en ом -ON. . 

sin (270? — 0) = sin ZX0Q= 0o OP ^ cos 0. 
SEE О ENT 

cos (270 9-69 GE sin 0. 
op) QM.. -ON, ON, 

tan (270 )-ow--PN PN "^ 


অনুরূপভাবে, cosec (270° — 6) = — sec 0, sec (270° — 0) = — cosec 0 
cot (270° — 0) = tan 0. 


5:9. (270°+6)-S কৌলাল্জুলাভ। 

(970"+0)-র কোণান্থপাত-নির্ণয়ের সময় আমরা পূর্বোক্ত জ্যামিতিক 
নিযমালুনারে অগ্রসর হইতে পারি | নিম্নোক্ত বিকল্প নিয়মেও এই অনুপাতগুলি 
নির্ণয় করা যায় £-_ 

sin (270° + 0) = sin (180° + 90° +0)= — sin (90° +0) 

: [55 অঙ্গ : হইতে] 

= — ০০৪০ [53 অন্ন: হইতে ] 
cos (270° + 0) = соз (180° + 90° + 0) = — сов (90° + 0) 
--(-віп 0)=sin 0 
tan (270° + 6) = tan (180° + 90° + 6) =tan (90° + 0)= —cot 0. 
অতএব, совес (270° + 6) = - sec 0 
sec (270° + 0) = созес 0 
cot (270° + 0) = - tan 6. 


шда | 180°—0, 180°+ 0, 270° —6, এই সকল কোণের কোণান্পাত- 
গুলিও 90° + 0-Я কোণান্ুপাতের সাহায্যে নিৰ্ণয় করা যায়। 


5:10. (860°-0), (360°+0) 882 (п.360° + 6)-= 
casters | 

প্রথম অধ্যায়ের দ্বিতীয় অনুচ্ছেদে দেখানো হইয়াছে যে, যে সকল কোণের 
অন্তর 360°-4 গুণিতক, অর্থাৎ আবর্তনকারী রেখার সঠিক-নংখ্যক পূর্ণ 
আবর্তনের সমান, সেই সমস্ত কোণের ক্ষেত্র xfi প্রথম অবস্থান এক হয়, তাহা 


SS উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


হইলে শেষ অবস্থানও একই হইবে। অতএব, এই কোণদ্বয়ের কোণানুপাতের 
পরিমাপ সমান ও চিহ্ন একই হইবে | 

অতএব, (360°—6)-Ч কোণান্গুপাত (-0)-4 অনুরূপ কোণান্গপাতের 
সমান হইবে | 

সুতরাং, sin (360°-6)=sin (—6)= -sin 6 

cos (360° — Ө) = cos ( — 0) = сов Ө 

tan (360°—6)=tan (—0)= —tan Ө 
(860° +0), এবং n একটি অখণ্ড সংখ্যা হইলে nx 360°+ 0 3 কোণান্ুপাঁত 
যথাক্রমে 0 এবং +0-Я অনুরূপ 021419919 সমান হইবে | 

অতএব, যে-কোন কোণের কোণান্থপাত নির্ণরকালে 360° ( অর্থাৎ 27)-র 
যে কোন গুণিতক যোগ অথবা বিয়োগ করা যায় | 

511. উপরোক্ত নিয়মগুলি সহজে মনে রাবিবার জন্য নিম্নলিখিত 
কয়েকটি সহজ নিয়ম উল্লেখ করা যায় :— 

ө যদি 90° ডিগ্রির যুগ্ম গুণিতকের সহিত ‘+’ অথব। ‘=’ চিহ্ছদ্বার। 
সংযুক্ত থাকে (যেমন, 180%-6, 180°+ 6, 360°-6, 360°+6 
ইত্যাদি) Stel হইলে কোণানুপাতের রূপ 'অপরিবন্তিত থাকিবে 
(অর্থাৎ সাইন সাইনই থাকিবে, কোসাইন কোসাইনই থাকিবে, ইত্যাদি ); 
চিহ্ন কি হইবে তাহা নিৰ্ণয় করিতে হইলে 6-কে স্থন্মকোণক্লপে গণ্য করিয়া 
সংশ্লিষ্ট কোণ কোন্‌ পাদে থাকিবে তাহা লক্ষ্য করিতে হইবে অতঃপর “সমস্ত 
সাইন, ট্যান, কস” এই зутан সাহায্যে কোণাহ্ুপাঁতের চিহৃগুলি নিৰ্ণাত হইবে | 

ө যদি 90° ডিগ্রীর an গুণিতকের সহিত ‘+’ অথবা _+ চিহ্ন দ্বারা 
সংযুক্ত থাকে (যেমন, 90°—0, 90° +0, 970° —0, 270° +0, ইত্যাদি) তাহা 
হইলে কোণানুপাতগুলি পরিবতিত হইবে । (অর্থাৎ সাইন পরিবর্তিত হয় 
কোদাইনে, কোসাইন পরিবর্তিত হয় সাইনে, ইত্যাদি)। е, ce 
সুন্মকোণ ধরিয়া OQ সরল রেখার অবস্থান হইতে “সমস্ত, সাইন, БЛ, ең” 
এই কুত্র-দ্বারা কোণাহ্ুপাতগুলির চিহ্ন নিৰ্ণয় করিতে হইবে | 


941244 স্বরূপ 2 tan (270° — 0) এবং sec (180° +0) সম্পর্কে উপরোক্ত 
নিয়ম প্রয়োগের ফল লক্ষ্য করা WIS I 
970* —8—3 x 90° — 0 ( 90°-4 গুণিতক э) 


প্রদত্ত কোণ 0-я সহিত সংশ্লিষ্ট কোণসমূহের কোণাহুপাত wo 


অতএব, অনুপাত পরিবর্তিত হইবে অৰ্থাৎ tan হইবে cot; WAFS ৪-কে 
সুন্মকোণরপে কল্পনা করিলে (প্ররুতপক্ষে ৪-সুক্মরকোণ কিনা এই প্রশ্ন অবান্তর ), 
(270° — 6) তৃতীয় পাদের অন্তর্গত এবং সেক্ষেত্রে ট্যান ধনাত্মক | 

ROIR, tan (270° — 6) = + cot 0. 

(180%:-0)-4 ক্ষেত্রে 0 90-4 যুগ্রগুণিতকের সহিত সংযুক্ত। অতএব, 
অনুপাতের রূপ পরিবতিত হইবে নী, অর্থাৎ sec, sec- 3 থাকিবে। অধিকন্ত, 
9-কে সুন্মকোণরপে গণ্য করিলে 180°+0 তৃতীয় পাদে অবস্থিত হইবে; 
স্থৃতরাং, ( সমস্ত, সাইন, БЛЯ, কস ) VI অনুসারে, seo খণাত্মক VACA | 

অতএব, вес (180° +0) = - sec 0. ` 

- বিঃ দ্রঃ। (-9-<% 0х360%-0-ЖСЯ লেখা যায় এবং উপরোক্ত নিয়ম 
প্রয়োগের সময় 0-কে যুগ্যাসংখ্যারূপে গণ্য করা EX | 

যেহেতু, 0-কে rst ধরিলে —0 চতুর্থ পাদের অন্তৰ্ভুক্ত এবং সেখানে 
কেবল কস ও সেক ধনাত্মক, এইক্ষেত্রে অন্গপাতের রূপ অপরিবতিত থাকে 
বলিয়া, আমর! কোণানুপাতের নিম্নলিখিত রূপ পাই £ 

sin (— 0) = — sin 6, cos ( — 0) = соз 9, tan ( — 0) = — tan 0, ইত্যাদি| 


512. eles ate-a বিশিষ্ট কোল। 


5'4 অনুচ্ছেদে 0-я মান যথাক্রমে 60°, 45°, 30° ও 0° বসাইলে আমরা 
নিয়লিখিত কোণান্গপাতের মান পাই £ 


sin 120°=sin 60° = 45; сов 120°= - cos 60" = — 2. 


০ 1 
sin 185°=sin 45°= 4. ; cos 185°= - сов 45°= 7e 


A/2 
sin 150° —sin 30? = 5 ; cos 150° = -cos 80%- = 9 


sin 180°=sin 0°=0; сов 180° = -сов 0°= —1. 
অন্রূপভাবে, 5:7 এবং 28 অনুচ্ছেদে 0-0 বসাইলে, 
sin 970°= _ сов 0°= =], соз 270°=sin 0°=0 
sin 360°= sin 0°=0, сов 360° = сов 0° = 1. 


উপরোক্ত মানগুলি হইতে আরও জানা যায় যে, 
tan 180°=0, tan 360°=0; কিন্তু tan 270°-র মান অনির্দিষ্ট | 
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৬৪ উচ্চমাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


513. ভদ্লহুল্ললমআালা৷। 
Ех. 1. Find the value of cot (= 1575°). 
cot (- 1575°)= — cot (1575°) = = cot (4 x 360? + 135°) 
= — cot 135°= — cot (180° — 45°) 
=cot 45°=1. 


17а 


Ex.2. 10 = 3 


* find the value of (cot 0 = tam, 0). 


/ 
== Ga — Z এবং 360° বা 2%-এর গুণিতক অগ্রাহ করিলে কোণানুপাত 


পরিবতিত হইবে ন৷ ৷ 


= жұла Бара বেৱা SE 1 
cot 3 cot ( z) cot 3 cot 60° = J3 
। এবং tan T - tan (- 2 = = tan 2 = - tg 60°= = ,/8 
3 3 3 ড় 
1 3-1 2999/8 
50- = "E = ২ 
co tan 0 J8* NE} J8 J3 3 


Ех. 8. Prove that 
sin 420° cos 390° + cos (- 300°) sin (— 380°) = 1. 
বাম পক্ষ = sin (360° + 60°) cos (360° + 30°) 
+ cos (- 360° + 60°) sin ( — 360° + 30°) 
= sin 60° cos 30° + cos 60° sin 30° 


Ex. 4. Express cot (—1858°) im terms of the ratio of a 
positive angle less than 45. 


cot ( — 1358°) = eot (— 4 x 360° + 82°) 
= cot 82° = cot (90° — 8°) = tan 8°. 


femel যে-কোন কোণের কোণান্থপাতকে 45° অপেক্ষা "RIOT. ধনাত্মক 
কোণের কোণান্ুপাত হিসাবে প্রকাশ করা যায়। 


প্রদত্ত কোণ 0-4 সহিত সংশ্লিষ্ট কোণসমূহের কোণান্ুপাঁত 
cos (90° + 9) sec (— 0) tan (180° — 0) 
sec (360? + 0) sin (180° + Ө) cot (90° — 0) 


—sin 0 sec 0 (— tan 0) 
sec 0 (— sin 0) tan 0 


Ex. 5. Simplify: 


প্রদত্ত রাশিমালা = = 


Ех. 6. Solve: 10% 0= 2 sin 0, for 0° < 0 < 860°. 
tan 0-9 sin 0 


0 
sins O Si 
বা, 5৪ 9 sin 0, 


বা, sin 0 | 1 -9)-0. 


віп0-0 অৰ্থাৎ, 0-0, 180°. 


অথবা, cl. 92-0, cos0- у= сов 60°, сов (360° – 60°). 
cos 0 2 
6=60°, 300°. 
0= 0°, 60°, 180°, 300°. 
Ex. 7. Reduce to the simplest form 


sin (270° + A) cos (90° — A) 


sin (180° — A) cos Ge РЕ) 
sin (270° + А) cos (90°— А) (— соз A)(sin А) | 
sin (180° — A) cos (180°— А) sin А (~ cos А)” 
Ех. 8. Jf А, B, О be the angles of а triangle, show that 
sin (B + 0)+ sin (C+ A)+sin (A+B) 
=sin À sin B t sin C. 
যেহেতু, ত্ৰিভুজের তিনটি কোণের সমষ্টি 1807, অতএব, 
A+B+0=180° 


৬৫ 


`. B+0=180°-A. .. sin (B+C)=sin (180° — A)=sin А. 
C+A=180°-B. sin (C + A) ^ sin (180° — B) 2 sin B. 
A + B=180° — G. sin (А + В) = sin (180° — C) 2 sin C. 


সুতরাং, যোগ করিলে, 
sin (B + C) + sin (0 + A) + sin (A + B)= sin A + sin B+sin C. 


ЫЙ, উচ্চ মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


Ех. 9. Show that 
cot (90°— A) cot A cos (90° — А) tan (90° — A) = соз А. 
বাম = cot (90° — A) cot A cos (90° — А) tan (90° — A) 
=cot А сов (90° — А) [ `.` cot 6 tan 0=1. 1 


= 08А. віп А = cos А. 


Examples V 


4. Write down the values of sin 150°, cot 840°, 'cosec (= 660°) 
and tan (— 11955). 


9. Find the values of sin (- Hs +, ০০৪০০ (=) 


tan (8 ws and cos (= = 197). 


3. Evaluate sin( = 1980) --০০৪ ffon ЕЕ 1ja + =}, where т is 


a negative integer. 
4. Find the value of sin (৮৮03) =} where n is any 
integer. 


5. Find all the values of 
@ tan [7 «C- 1"), 


(ii) совес [^7 (= 1) а), 
where n is any integer. 
6. Show that cos (max 5 5 ) and tan(ma ip 5) ИЕ 
each for all integral values of m. 


7. Prove that, being any integer 
(i) сов (na + a)=(— 1)" cos а. 


(ii) tan (nz — a)= -tan а. 


ane কোণ 0-Я সহিত সংশ্লিষ্ট কোণসমূহের কোণান্থপাত ৬৭ 
8. Prove that 
(i) cos 0 = — cos (0 — 180°), 
(ii) tan 0— — cot (0 — $a). 
9. Prove that 
G) sin (780°) cos (390°) — sin (330°) cos (- 800% = 1. 
(ii) eos 306° + cos 234? + cos 169° + cos 18°=0. 
(ii) sin 250° + tan 290° 
cot 200° + cos 8407 
10. Simplify 
sin? (л +0) tan (Әл- 0), see (%- 0) 


slo 


cos*($x+0) cosec?0 sin (z —0) 
and determine its value when 0 = 995°. 
11. Prove that 
sin ($2 + 0) cos (x — 0) cot (йл + 0) 
= sin (5a — 0) sin (81-6) cot (бл + 0). 
12. Evaluate 


(i) sin* 7 +sin* im 5а +sin2 - ШЕ 
(ii) cot д ০০৪৪2 cob $ নদ g cot 5 cot 5 9n. 


(ii) sin c -- sin (a +2) + sin (2л 4-2) + to n terms. 
13. If tan 0=3% and cos 0 is negative, find the value of 
sin 0 + cos (— 0). 
sec ( — 0) + tan 0 
14. An angle 0 lies between 180% and 270°, and cosec 0— — s. 
Find cot ө. 
15. Express in terms of ratios of positive angles less 
than 45° ; 


(i) eot (— 1054). (ii) sin (1145). 
4 5л 


1 3 
(iii) sec (— 14912. (із) cos 9” 


উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


Find the value of 0 when, 


৬৮ 


16. 


(i) tan 0= — ,/8 and 0 lies between 270° and 360°, 
(ii) cos ০ = —4, and 450% < Ө < 540°. 
. 17. Solve for 0, 
0? < 0 « 360° ; 
(i) cos 0+ „/3 sin 0—2. [ C. U. 19361] 
(ii) 9 sim20 + 8 cos 6-0. 
(iii) 8 (sec?0 + tan?0) = 5. 
(iv) cot 0 + tan 0 = 2 sec 0. 
(v) 1-2 sin 0 = 2 cos 0 + cot 0—0. 


giving all the possible values, when 


18. If A, B, C be angles of a triangle, show that 


sin (А + B) - cos O = cos (A + В) + sin C 
19. If A, B, C be angles of a triangle, show that 


tan (B + C) + tan (O + A) + tan (A + B) 
tan (a— А) + tan (2z — B) + tan (3a — Q)- 
20. If A, B, C, D be the angles of a quadrilateral, show that 
cos $ (A + C) + cos $ (B + D) = 0. 
If the quadrilateral be cyclic then 


сов À + cos B+ cos C + cos D = 0. 


ANSWERS 
ажын УТ ЫЙ. несе көз MS 
вв 2, 2. : ео 3. 0. 
а. АЗ, 5.01. — Gi) £2, + ч 10.12n?0; 1. — 12. (i) 9. 
(ii) 1 (iii) sin z or 0 according as n is odd or even. 18. 53. 
14. Mi, 15. (i) cot 26°. (ii) cos 95^. (iii) ০০৪০০ 39° T. 


. (iv) eos 9 
16. (i) 300°. (ii) 480°. ^ 17. (i) 60°. (ii) 120°, 240°. ` 
(iii) 30°, 150°, 210°, 330°. (iv) 30°, 150°. (v) 30°, 135^, 150°, 315°. 


E 


IS অধ্যায় 


যৌগিক কোণ (Compound Angles) 


61. А এবং B ধনাত্মক 440514 হইলে এবং (A+B) < 90° 

হইলে, প্রমাণ করিতে হইবে As 
sin (A+B)=sin A cos B+ cos A sin B 
cos (A+ B) = eos А cos B — sin A sin В 

মনে করি, আবর্তনকারী রেখাটি OX হইতে আবর্তন আরম্ভ করিয়া 
LXOY =A কোণ উৎপন্ন করিল এবং 
আরও কিছুদূর একই দিকে আবর্তনের 
ফলে Z YOZ = কোণ উৎপন্ন করে। 
অতএব, Z XOZ = À +В. 

(A+B) যৌগিক কোণের সীমা- 
রেখা 0%-এর উপর অবস্থিত CT- 
কোন বিন্দু P হইতে OX এবং 
OY- উপর যথাক্রমে PQ এবং о QUE SE 
pnm অঙ্কিত করা হইল; R বিন্দু 
হইতে RS এবং RT যথাক্রমে OX এবং PQR উপর লম্ব টানা হইল। 

অতঃপর, POQ সমকোণী ত্ৰিভুজ হইতে আমরা জানি, 
PQ_QT+TP_RS+PT_RS, PT 
ОР OP OP ОР OP 
RS OR, PT PR 


— OR OP PROP 
=вїп À . cos B + eos TPR. sin B. 

fez, ZTPR=90°- ZTRP= Z 1২০ একান্তর ZROS=A. . 
সুতরাং, sin (A+B)=sin А cos B + cos A sin В. 

R- OS-QS_OS-TR OS TR 
পুনরায়, cos (A+B)= OP OP OP OP 

95 OR_TRPR 

TOROP PROP 

= соз А cos B —sin TPR. sin В 


=cos A cos B — sin A sin B. 


sin (A+B) = 


৭০ উচ্চমাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি = 


62. А এবং B ধনাত্মক PACH হইলে এবং А > В হইলে 
প্রমাণ করিতে হইবে যে, 
sin (A – B)= sin А cos B — eos A sin B 
eos (A — B)= cos À cos B+sin A sin B 


মনে করি, আবর্তনকারী-রেখা OX হইতে ঘড়ির কাটার বিপরীতদিকে 
আবর্তন আরম্ভ করিয়া дхоу= 
А কোণ উৎপন্ন করিবার পর 0স-এর 
দিকে (অর্থাৎ ঘড়ির কাটার গতির 
দিকে ) পুনরাবর্তনের ফলে / ҮОЙ 
=B কোণ উৎপন্ন করে; তাহা 
হইলে, /XOZ-A-B. 

(А-В) যৌগিক কোণের সীমা 
রেখা 07-<4 উপর অবস্থিত যে- 
Ут кузе কোন বিন্দু P হইতে OX এবং OY- 
এর উপর যথাক্রমে PQ এবং PR ay অঙ্কিত করা হইল; в বিন্দু হইতে 
যথাক্রমে OX এবং QP-এর বর্ধিতাংশের উপর RS এবং RT 44 টানা হইল | 

অতঃপর, সমকোণী ত্ৰিভুজ POQ হইতে, আমরা জানিতে পারি যে, 

sin (A- B) m opm Op a আটা E: 
= RS OR _ PT PR 
OROP PROP 
=sin A cos B — cos TPR.sin В 
কিন্তু ZTPR-90 - ZTRP= ZYRT= ZYOX-A. 
সুতরাং, sin (A-B)=sin A cos B — cos A sin В. 
P ов+вт 08 Шш 
=OS OR RT RP 
OR OP ` RP OP 
= соз A.cos B sin TPR. sin B 
= соѕ А cos B + sin A sin В. 


о 
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বিশেষ দ্ৰেষ্টবয়। উপরের জ্যামিতিক প্রমাণে А, B А + কোণগুলিকে 
ধনাত্মক 94014 এবং (А — B) কোণকে ধনাত্মক বলিয়া কল্পনা করা হইয়াছে। 
কিন্তু কোণগুলির উপর এই সমস্ত বিধিনিবেধ না থাকিলেও (চিত্রের কিছু 
পরিবর্তন করিয়া) একই পদ্ধতিতে উপরোক্ত বিষয় প্রমাণ করা যায়, অবশ্য 
প্রত্যেকটি রাশির উপযুক্ত চিহ্ন ধরিতে হইবে।* অতএব, উপরোক্ত সূত্ৰগুলি 
সম্পূৰ্ণ ব্যাপক। 
দ্রষ্টব্য 1. দুই বা ততোধিক কোণের সমষ্টি বা অন্তরকে যৌগিক কোণ 
বলা হয়; যেমন, A+B, А-В, А+В+0 ইত্যাদি | 
sin (A+B), cos (A+ ]3)-এর বিস্তৃতিকে সাধারণতঃ ARE (Addition 
formulae) বা সমষ্টি এবং অন্তর উপপাদ্য (Addition and Subtraction 
Theorems) বলা 53 | 
দ্রষ্টব্য 2. Wares ক্ষেত্রে উপরোক্ত স্থত্ৰগুলি সত্য বলিয়া ধরিয়া 
লইলে ইহা প্রমাণ করা যায় যে, কোণগুলির মাত্রা যাহাই হউক না কেন, 
উপরোক্ত স্বত্রগুলি সর্বদাই প্রযোজ্য হইবে | 
етая, sin (А + B) সম্পর্কে আলোচনা করা যাউক। 
মনে করি, A ও В ধনাত্মক LHF এবং А +В < 90° 1 
এক্ষণে, — А, =90°+А এবং B,-B হইলে, 
sin (A, +B,)= sin {(90° + A) + B] = sin {90° + (A + в) 
= сов (А + В) = ০০৪ А cos В-віп А sin В 
= sin (90° + А) сов B + cos (90° + А) sin В 
=sin A, cos В, + cos А, sin By 
পুনরায়, А,=-А, В. =B হইলে, 
sin (Aa + Ba) =sin (— A +B)= – sin (А-В) 
= — sin А сов В + cos A sin В 
=sin (- А) cos B + ০০৪ (— A) sin В 
=sin Аз cos B, + сов Ag sin Bo. 
অতএব, যে-কোন একটি কোণকে 90° দ্বার! বর্ধিত করিলে বা চিহ্ন 
পরিবর্তন করিলে উপরোক্ত সুত্রাবলী প্রযোজ্য হয়। 


*পরিশিষ্টে 9971 
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অনুরূপভাবে প্রমাণ করা যায় যে, কোণদ্বয়ের যে-কোন একটিকে 90° দ্বারা 
বৰ্ধিত করিলে বা চিহ্ন পরিবর্তন করিলে соз (А+ В), sin (A= В). বা 
cos (A — ]3)-এর স্থত্ৰগুলির রূপের কোনও পরিবর্তন হইবে 411 

সুতরাং, প্রথমে А ও B-কে ধনাত্মক WHS কল্পনা করিয়া যে-কোন 
কোণকে চিহ্ন পরিবর্তন করিবার বা 90° দ্বার! বর্ধিত করিবার পদ্ধতি অনুসরণ 
করিলে আমরা সহজেই প্রমাণ করিতে পারি যে, A এবং ]3-কোণের যে-কোন 
ধনাত্মক বা খণাত্মক মানের জন্যই উপরোক্ত স্থত্রগুলি সর্বদা প্রযোজ্য হইবে | 

অতএব, sin(A£B) A cos (4,:78)-এর বিস্তৃতি সকল ক্ষেত্রেই 
সমান প্রযোজ্য | 


63. Ex.1. Find the values of sin 75°, cos 75°, sin 15° and 
cos 15°, 


sin 75° = віш (45° + 30°) = sin 45° cos 30° + сов 45° sin 30° 
21-18-11 J3+1. 
4874 * Jà 2 олур 


cos 75° = соз (45° + 30°) = cos 45° cos 30° — sin 45° sin 30° 


sin 15°=sin (45° — 30°)=sin 45° cos 30" — cos 45° sin 30° 
এবং, cos 15°= сов (45° — 30°) = сов 45° cos 30° + sin 45° sin 30°; 


অতএব, পূর্বের 919 зіп 45°, cos 45° প্রভৃতির মান বসাইলে পূর্বের ন্যায়, 
দেখানো যায় যে, 
o_ ^/3=1 _ ./$+1 


2,72 এবং сов 15°=-> 
দ্রষ্টব্য ঃ sin 15°=sin (90°— 75°) = cos 75°. 
сов 15° = cos (90° — 75?) = sin 75°. 
4945, сов 75° ও sin 75°-এর মান হইতে sin 15° ও cos 15°-এর 
মান নির্ণয় করা যায়। 
Ex. 2. Prove that 
(i) sin (A+B) sin (A — B)= sin?A - sin2B 
= cos?B — cos? A. 
(ii) eos (A+B) сов (A - В)-сов?А- sin2B 
= eos?B = sin2A. 
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@ এইস্থলে, 
বাম পক্ষ = (sin А cos В + ০০৪ А sin B)(sin А cos B - cos А sin В) 
=sin*A сов В- cos?A sin?B 
৪1248 (1 —sin?B) — (1 —sin° A) sin2B 
—sin?^A —sin°B=(1 — cos? A) — (1 — cos?B) 
= eos? B — cos? А. 
(i) এইস্থলে, 
বাম পক্ষ = (cos A cos B = sin A sin B)(cos A cos B +sin A sin B) 
= cos?A соз? В — за? А sin?B 
=cos*A (1 — sin?B) = (1 - соз?А) sin?B 
=cos*A – за? В 
= (1-зт?А)- (1 — eos° B) 
= соз*В — sin?A. 
বিঃ দ্রঃ। উদা. 1 এবং а-я ফলাফল বিশেষ প্রয়োজনীয় বলিয়া মনে 
রাখা প্রয়োজন | 


64. প্রমাণ করিতে হইবে যে, 


tanA+tan p | 
1-tan Atan B ^ 


tan А -tan B 
1+tan A tan В 


(i) tan (A+ B) = 
(ii) tan (A — B)= 


আমরা জানি, 


tan (Сыр) ып (А +В) віп А соз В + cos А sin В 


сов (A+B) сов А cos В-віп A sin В 


এক্ষণে হর ও লব উভয়কে cos А сов В দ্বার! ভাগ করিলে, 


sin A cos В, cos A sin В ы 
cos А cos В cos А cos B... tan A t tan B , 
ип (А +В)= os А cos В sin À sin В 1-tan А tan B 


cos А cos В cos A cos B 


পুনরায়, ' 
sin (А-В). sin A cos B — eos À sin В 
tan (A-B)- cos (A — B) “сов А cos B + sin A sin В 
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ЭДЕТ со CSET করিরা দেখান যায় যে, 


tan A—tan B. 
tan (A— В) ar tan A tan B 


6'5. প্রমাণ করিতে হইবে যে, 
cot A cot В-1, 
cot B+cot A 


m в) = cob À cot В+1, 
(ii) cot (A - В)= cot B — cot A 


(i) cot (A+B)= 


cot (A + В) = °95 (А +В) сов А cos B- sin A sin B 


sin (A+B) sin А cos B + cos A sin B 
এখন হর ও লবকে sin A sin B দ্বারা ভাগ করিলে দেখা যাইবে যে, 


cos A cos B -sin A sin B 
sin A sin В sin A sin В cot A cot В- 
cot (А +В) вїп А соз B, сов Asin В cot B+ cot A 


sin A sin В sin A sin B 


ү. cos (A — B) сов А cos B +sin À sin B, 
০০:51 sin (А-В) sin А ০০৪ В = cos À sin В 


পূর্বের হ্যায় লব এবং হরকে sin А sin В দ্বারা ভাগ করিয়। অনুরূপভাবে 
দেখান যায় যে, 


` 


aoe (Ев) E A TS 17 


cot B — cot A 
66. Ех. 1. Find the value of tan 75° and tan 15°. 


aL 
1%-- 
tan 75? —tan (45? 307) - {= 45° + tan Š 30° NE} 


—tan 45° tan 80° 1 
IUS 
_ 8*1 (A841) 
UNS 1 3-1 
০48৯০ -2+ ,/3. 


Ш 
1-—= 

চি » ano) бап 45°—tan 30° REJ 

tan 15° = ап (45°— 30°) = 1+tan 45° tan 30° = FS 
NE) 
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- А/8-1 (,/3-1)(,/8-1) 
„8+1 (,/38-1/,/8-1) 


== 3 ыш 
Ех. 2. Show that 
1 + tan А 
(i) tan (45° + A) = E 


s: —tan А 
(ii) tan (45° =)" নাগা 


tan 45°+tanA _1+tan A 
1-бап 45° tan А 1-tan A 
(1) ইহা ()-এর অনুরূপভাবে প্রমাণ করা যায়। 
Ex. 3. Show that 
cot 2А + tan А = ০০9০০ 94. ГС. U. 19471 
— ০০৪ ЗА , sin А сов ЗА соз А +sin 2А sin А 
SIGUA sm টা sin 2A cos A 


оз Ай 
sin 2A cos А віш 2А cosÀ sin 2A 


(i) বাম পক্ষ = 


Ех. 4. То find the expansions of 
(i) sin (A+ B + C) 
(ii) cos (A+ B+ OC) 
(iii) tan (A+ B+ O) 
(i) sin (A + B + C) =ssin (A + B) +O} 
= sin (A + B) сов + cos (А + B) sin C 
=(sin A cos B + cos A sin B) cos О 
+ (соз A cos B —sin A sin B) sin С 
-віп А cos В cos Ó + cos A sin В cos О 
+cosA cos B sin O — sin A sin B sin C 


দ্রষ্টব্য 1. sin (+34 0)-এর RER সহজেই 
cos A cos B cos С (tan A + tan B +tan С — tan A tan B tan C)- 


রপে প্রকাশ করা যায়। 
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(ii) cos (A + B+ C) = eos А + B) + 0} 
= cos (A+B) cos С — sin (A+B) sin C 
=(cos A cos B — sin A sin B) cos О 
—(sin А cos B + cos A sin B) sin С 
= cos A cos В cos C — sin А sin В cos О 
—sin А cos B sin О — cos A sin B sin С 


দ্ৰষ্টব্য 2. cos (+73+-0)-এর বিস্তৃতিকে সহজেই 
cos A cos B cos С (1 — tan В tan С — tan C tan А — tan A tan в) 
রূপে প্রকাশ করা 415 | 
‚ (ii) tan (A+ B+ С) = tan {(A +B) + C] 
— fan (A+B)+tan О 


1 —tan (A+B) tan C 
tam A+tan B 


1-tan A tan В tun O 
tan A+tan B 
1 1-— ёар A tan green 


., tan A+tan B+tan C-tan A tan В tan С р 
1 tan А tan В — tan В tan C-tan C tan A 


দ্রষ্টব্য 3. নিম্নলিখিতরূপেও tan (/$+]3+ 0)-এর বিস্তৃতি নির্ণয় 
করা যায় $= 


আমরা জানি, tan (A + B+ 0) = 


sin (A +B +O) 
cos (A + B + O) 


এক্ষণে, sin (А + B + C) এবং cos (А + B + 0)-এর বিস্তৃতি 521941 হর ও 
লবকে cos А cos В cos С দ্বারা ভাগ করিলে অথবা দ্রষ্টব্য 1, 82-4 উক্ত 
sin (А + В+ 0) এবং соз (+ В О) বিস্তৃতি বসাইলে আমর! 898 
বিস্তৃতি নিৰ্ণয় করিতে পারি | 

লক্ষণীয় ? চার, পাচ বা ততোধিক কোণের সমষ্টির কোণাহুপাতও 
অনুরূপভাবে নির্ণয় করা যায়। 


Ex. 5. s се, show that ian (F 2) = Af 2: 
2 2 


РЕ. 
= 7425 
যেহেতু; ОРУ sin 
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y _ 1—sin 0 (сов 30 — sin $6)* 
1% 
МЫЗ æ l+sin0 (сов 30 + sin 30)% 
= [1> tan 308 р 21 
n US (লব ও হরকে cos?10 দ্বারা ভাগ করিয়া) 


Ex. 6. If cos (a-- B) sin (z + 0) = cos (a В) sin (У — 0), then 
tan 0 = tam а tan B tan 7. 
প্রদত্ত সমীকরণ হইতে আমরা লিখিতে পারি 


sin (7 + 0) _ eos (a — B). 
sin (7-0) cos (a+ 8) 


sin (y + 0) — sin (7-0) _ cos (a — В) — cos (a + B) 
sin (у +6)+sin(y—6) cos (а- В) + cos (a + B) 


9 cos У sin 0 _ 9 sin a sin B 
9 віп У ০০৪০ _ 2 ০০৪ a cos В 


বা, cot У tan 0 —tan a tan f. 


tan 0 —tan a tan ñ tan 7. 


Ex. V. Jf tan руз оту № then tan a, tan B, tan Y are in 
sin (a +?) 


harmonical progression. 


প্রদত্ত সমীকরণ হইতে আমরা লিখিতে পারি 
29 _sin (৫457) _ sin а cos 7 + cos a sin 7 
tang sinasin? sin a sin 7 


1 1 
tan টস a 


= cot У + cot a = 


a sin В Lb sima, 
Ex.8. Jf tana= an @ cos sg und Ha 1-6 cosa 


sin a а в 


then ap DE b 


৭৮ 
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প্রদত্ত প্রথম সমীকরণ হইতে So. авав 


сова 1—4 00919 


বা, а-віп а сов В + cos a sin 9)= sin a. 
sina = Ж 
А ^ sin (a + f) (1) 
অনুরূপভাবে দ্বিতীয় সমীকরণ হইতে প্রমাণ করা যায় যে, 
sin B = ET 
b sin (a +8) (2) 
সমীকরণ (1)-কে সমীকরণ (2) দ্বারা ভাগ করিলে 4 
а sna 
b вш 


Ex.9. Show that 
tan (В +У — За) + tan ( + a — 98) + tan (a + B — 97) 
=tan (8 + — 90) tan (Y + а— 98) tan (a + B — 2»). 
মনে করি, А=@+7—9а, В-уға-98,0-а%р-%, 
A+B+C=0. 2. tan (А+В+0)=0, 


অর্থাৎ tam A+tan B+tan О – tan A tan B tan me} 


l-tan A tan B—tan A tan О—$ап B tan О =Q 
অতএব, tan A+tan B+ tan O=tan A tan B tan C. 


এক্ষণে А, В, ৫-এর মান বসাইলে আমরা নিৰ্ণেয় সমীকরণ পাইব। 


Ех. 10. If @ sin (0 + a)=b sim (0 + B), prove that 


@ cos a — b cos 
cot 0 = eae, 
b sin B-a sin a 


প্রদত্ত সমীকরণ হইতে 
a (sin 0 cos a + сов Ө sin a) =6 (sin 0 cos B + eos 0 sin В). 
sin 0 (а cos a — b cos В) = cos 0 (b sin 8-а sin a). 


а eos а- b cos B. 


বা, ৮০৪5 sin В -азта 


n Sin а COS а 
ভেদ > show that 
l-n sin 


tan (a — B) = (1 — n) tan a. 


Ех. 11. £07 B= 
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т sin а сов а 
tan а- SE 
tan a —tam В _ 1—2 sin*a 


tan (a — 8) = 1+tan а tan В TEN Ë sina ee) 
% 11-n sin?a 
NS ali ALOE $ 4 
Шеті sin? 2^ = (1— n) tan a. 
[৮৯ т sin* d 4 
l-n sin?a 
Ex. 12. Prove that 295 10) жез = tan 55°. 


cos 10* — sin 10° 
cos 10°+ sin 10° 1--tan 10° (লব ও হরকে cos 10° দ্বারা ভাগ 
соз 10°—sin 10° 1—tan 10° করিয়া) 


tan 45° _+ tan GP Ce 


=] = tan 45° tan 10° 
= tan (45° + 10°) = tan 55°. 


tan 45°=1) 


Ех. 13. If A+B+0=90°, prove that 
tan A+cos A sec B sec C=tan B + cos B sec C sec A 
= tan О + cos О sec A sec В. 
‚ sin (В +0) 
тыш А+ ов В соз С 
[.. A-90'-(B*0)] 


cos А 
cos В cos О 


প্রথম রাশি = tan A+ 


sin В cos O + eos В sin О 
cos B cos G 


এইভাবে প্রমাণ করা যায় যে, প্রতিটি রাশি = а А + tan B + tan C. 
অতএব, রাশিত্রয় সমান | 


=tan A+ =tan À +tan B+tan G. 


Examples VI 


Show that (Ех. 1 to gun gE 
1. (i) sin (A — B) 2 $$ and cos (A + B) = $$, 
if À and B. are acute and if sin বডি 3 cos B2. 
(ii) сов 68° 20” cos 8° 20’ + cos 81° 40” cos 21° 40'=$. 


(iii) sec (c — y) = $$, if sec =, cosec у= 5. 


bo উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


2. (i) sin A sin (B-C) + sin B sin (С- A) 
+sin С sin (A — B)=0. 
(ii) cos А sin (В- C) + cos B sin (G — А) 
+ соз С sin (A — В)-0. 
(iii) sin (B + 0) sin (B = 0) -+ sin (C + A) sin (C — А) 
+sin (A + B) sin (A — B)= 0. 
(iv) sin (a — 0) sin (8 —7) + sim (8 — 0) sin (Y — a) 
+ sin (Y — 0) sin (a — f)=0. 
.9. сов (60? — A) cos (30° — B) — sin (60° — A) sin (80° — B) 
—sin (A + B). 
4. (i) sin (n+ 1)z cos (n — 1) — eos (n + 1)z sin (n — 1)z = sin Qe. 
(ü) sin 20 cos 0 + сов 20 sin 0 
= sin 40 cos 0 — cos 40 sin 0. 
i in (дА + 
зав = sin OA +B) — 9 cos (A+B). 
в. 828-0), sin(0-A) + sin(A-B) 
' eos В сов О соз С сов А cos A cos В 
7. sin (В- ©), віп(0-А) + Sin (A— B) 2 
sinBsinC sin О sin À ' sin А sin B 


0. 
8. + dE _B)= sin” A- sin’ B, 
an (A + B) tan (А-В) CSS মিলিলা 
9. tan?A —tan?B= Sin (A+B) sin (А-В). 
i cos*A cos? B 


у tan (৫7519) = 620 а 
10,0) 1+tan (a+) tan а 


Gi) If A+B+C=2 and cos A=cos В cos С, show that 
tan A=tan B + tan О. [ C. U. 1949 ] 


11. 1+tan 90 tan 0 —sec 90. 
12. cot 0—cot 20 = ০০৪০০ 20. 
13. tan 90?--tan 25? + tan 25° tan 20°=1. 


o + 81 
14. (i) tan (45° A) = 908 A tsin А, 


(ii) V2 sin (45° + А)-віп А + cos А. 


cos 8° + sin 8° o 
টা তা IPR) i 3 . 
Aio cos 8° — віп 8 n 


16. tan (45° + A) tan (45%- A) 7 1. 


= tan p. 


যৌগিক কোণ es 


sin 2A 
17. tan (A+B)+tan (А-В) cos * লাল 
sin (2+0) tan z + tan y. 


18. sin (2-7) tan z-—tan y 


|}; heed তি 


sec v sec y | 
1- tan 2 tan y 
21. Find the expansions of 
sin (A-B+C)and tan (A = B = 0). 
22. Express cot (А + B + O) in terms of 
cot À, cot B, cot C. 
23. (i) Ita cos (z+ a) =b cos (z — a), prove that 
(a+b) tan z = (a Б) cot a. 
(ii) If sin а sin @— соз a cos @+ 1—0, show that 
1+ cota tan 8-0. [ C. U. 1939 1 
(1) It & +]3 + 0 = % and cos A = eos B cos C, | 
then cot B cot C=}, 


24. Iftano=2 sin z+ b sin 9. 
G cos z+ b cos y 
then a sin (0 —2) + sin (0 — y) = 0. 
25. An angle 0 is divided into two parts a, В such that 
tana: tan B=c: Y ; prove that 
in (а= B)= 20 
sin (а- 8) zty“? 0. 
26. If eos (В —7)-4 cos (Y — a) + cos (a — B) = — 8, 
show that 2 cos a=0 and X sin a —0. 


20. вес (2+2) = 


ANSWERS 


21. sin A cos В cos C—sin В сов О cos A+sin O cos A cos B 
+sin A sin B sin O; 
tan A—tan B—tan C—tan A tan B tan G 
i+tan A tan B+tan O tan A—tan B tan СО 
cot А cot В cot O—cot A—cot B—cot 0 қ 
cot В cot O--cot О cot A+cot А cot В-1 


22, 


` 


সপ্তম অধ্যায় 
কোণানুপাতের গুণফল ও সমাষ্টর usd 
( Transformation of Products and Sums ) 


Ті. এ০শাক্ুলত্কে সমষ্টি al SSS cnl (Trans- 
formation of products into sums or differences) 
61 এবং 6'2 অনুচ্ছেদ হইতে আমর] জানি যে, 


sin A cos B + cos A sin B=sin (A + B) * (1) 
sin A cos B— cos A sin B=sin (А-В) ৮:০6) 
(1) এবং (д) যোগ করিলে দেখা যায় 

2 sin A cos B=sin (А + В) * sin (А-В) -- (3) 
এবং (1) হইতে (2) বিয়োগ করিলে 

2 сов A sin B=sin (A + B) = sin (А-В) ১১১08) 
পুনরায় 6'] ও 62 অনুচ্ছেদ হইতে আমরা জানি যে, 

сов A cos B _ sin A sin В = cos (A+B) ঢ় (5) 

сов A cos B + sin A sin В = соз (А — В) © (6) 
(8) ও (6) যোগ করিলে, 

9 сов А cos B = соз (А + В) + cos (А-В) .- (7) 
এবং (6) হইতে (5) বিয়োগ করিলে, 

9 sin A sin B=cos (А-В) - cos (А+В) . . (8) 


এইরূপে আমরা দুইটি সাইন বা কোসাইন-এর গুণফলকে দুইটি সাইন বা 
কোপাইনের সমষ্টি বা অন্তর হিসাবে প্রকাশ করিতে পারি | 


2 sin A cos В = віп (A+ B)+ sin (А-В) "Ес (1) 
2 cos A sin B=sin (A+ B)— sin (А-В) ত‘: T) 
2 сов А cos В = cos (A+ B)+ сов (А-В) - (III) 


2 sin A sin B= сов (А-В) - cos (A+B) - (IV) 


কোণান্থপাতের গুণফল ও সমষ্টির রূপান্তর ৮৩ 


72. Safe লা Swacss €০লসফলে্নে > негі (Trans- 
formation of sums or differences into products). 
মনে করি, A+B=C এবং A-B=D 
তাহা হইলে, 972, в-0-р. 
এক্ষণে পূর্ব অনুচ্ছেদের (8) কে আমরা এইভাবে লিখিতে পারি :— 
cos (А +В) - cos (А-В) = – 29 sin А sin В 
=2 sin А ( —sin B) 


=2 sin A sin (— B) 


অতএব, পূর্ব অনুচ্ছেদের (3), (4), (7) ও (8)-4 A এবং В-ҹт স্থানে 
উপরোক্ত মান বসাইলে দুইটি কোণের সাইন বা কোসাইনের সমষ্টি বা অন্তরকে 
সাইন বা কোসাইনের গুণফলে রূপান্তরের নিম্নলিখিত কুত্রগুলি পাওয়া যায় :— 
sin C+ sin D=2 sin CEP cos e= 


sin C- sin D=2 сов СЕ? sin i 


cos C-- cos D=2 cos бур соз = 


cos C — cos D = 2 sin cee sin ше 


দ্রষ্টব্য = উপরের চারিটি wcaq নিম্নলিখিত সংক্ষিপ্ত মৌখিক উল্লেখ বিশেষ 
সুবিধাজনক | : 
অন্তর 


(i) sine + sine = 9 sin (33%) сов ( 2 


(ü) sine — sine = 9 сов (28) НҮ == ) 


(ii) cos + cos =2 cos Еш mE ЕН 


(ug সম) JE বিপরীত অর] 


(іу) cos- cos = 2 sin 


৮৪ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 
7:3. Ex.1. Prove that 
(i) соз 20° cos 40° cos 80° = š. 
(ii) cos 80° + cos 40° — cos 20°=0 
6) বাম পক্ষ =4 cos 20°(2 сов 40° cos 80°) 
=} сов 20°{cos 120° + сов 40°} 
=$ сов 20°(—4+ cos 40°) 
= — 1 cos 20°+4 cos 20° cos 40° 
= — 1 cos 90° + (сов 60° + cos 20°) 
=š cos 60°=3. < 
(8) বাম পক্ষ = (cos 80° + cos 40°) — сов 20° 
=2 сов 60° cos 90° — сов 20° 
=2.4 cos 20° — сов 90° = 0. 
Ex.2. Show that 
sin 0 + sin 90 + sin 49 + sin 50 tan 30 
cos 0+ cos 20+ соз 49 + cos 50 47 99. 


বাম পক্ষের লব = (sin 50 + sin 6) + (sin 90 + sin 40) 
=2 sin 30 cos 20 + 9 sin 30 cos 0 
=2 sin 80 (cos 90 + соз 0). 

বাম পক্ষের 54 = (cos 50 + cos 0) + (cos 40 + сов 90) 
=2 cos 80 cos 90 + 2 сов 30 cos 0 
=2 cos 89 (cos 90 + cos 0). 


_ 9 sin 30 (cos 90 + cos 0) 
বাম পক্ষ 2 cos 30(cos 20 + сов 0) tan 30. 


Ех. 3. Express 4 cos A cos B cos С as the зит of four cosines, 
4 сов А cos В cos 0 = cos А. (2 cos B cos C) 
=2 сов A {соз (B + C) + cos (B - О)) 
=2 сов A cos (B+C)+2 cos A cos (B = C) 
= cos (А+В+С) + cos (A - B - C) 


+ сов (A + B = С) + cos (А-В + O). 
Ex.4. Express as the product of three sines 


sin (В+0- А) * sin (0 + A- B) + sin (44 B-Q) 
— sin (À + B + Q). 


কোণাহ্ুপাতের গুণফল ও সমষ্টির রূপান্তর ৮৫ 


প্রদত্ত রাশিমালা = [sin (B +C- A) +sin (O+ A — B)} 
[sin (A+ B- C) - sin (А+В+0)} 
= sin О cos (B = A) +2 cos (A + B) sin (- C) 
=2 sin C {cos (B = A) — cos (A + B)! 
=9 sin C. 2 sin B sin А 
—4 sin À sin B sin C. 
Ex. 5. If the angles A, B, С be in A. P., then 
sin А-віт О 
cos О соз A 957455 
যেহেতু А, B, 0 রাশিত্রয় সমান্তর শ্রেণীভুক্ত, অতএব, 273 ₹4+0. 
sin À —sin О _ 2 cos (A +C) sin А – О) 


ЛЫ Gog Oz conta Maina (AT Оу (AS) 
= os B_ 
sin B ০০0 


Ex. 6. Show that sin 18° + cos 18° = ,/2 cos 27°. 
বাম পক্ষ= sin (90° — 72°) + eos 18° = соз 72° + cos 18° 
=2 cos 45° cos 97° = ,/3 cos 27°. 
Ex. 7. Show that 
sin (В — Y) cos (a — ô) + sin (Y — а) cos (8—6) 
+ sin (a — В) cos (y — 9) = 0. 
বাম পক্ষ = 3[2 sin (8 — 7) cos (a — ô) +2 sin (У — a) cos (8 — ó) 
+2 sin (a — В) cos (?- 6) 
= [sin (8 —? +a — ó) + sin (8 —? — a + 6) 
+sin(? —a + B — 0) + sin (৮ = a — B + 6) 
+ sin (a — Ü + Y — ô) + sin (a — B—Y + ó)] 
=0. 
Ex. 8. Show that 


‚ АВЕС. BEOC-A. OATB А+В-0 
4 sin যত т — g sn P sin P 


=1 — cos? À — cos? В — cos" О + 9 cos А cos В cos C. 
+В+0. = 
নি, 2 sin А B Š sin BEC А 


আমরা জা = соз А — cos (B + C) 


= ০০৪ (B - O) — cos A. 


DBMS —— D7 


ОТА-В. АЕВО 
9 sini 


ve উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


বাম পক্ষ = {соз À —cos(B+C)}{cos (В — 0) - cos А} 


= cos A cos (B — С) — cos (В + C) cos (В — C) — cos? A 
+ cos А cos (B + C) 


= cos A [cos (В- C) + cos (B + C)] 
— [cos?B – sin?C] - cos? A 


= cos A.2 сов B cos C — сов В + (1 — cos? C) — cos? À 
=1 — cos? A — cos? B — cos*O + 9 cos A cos B cos C. 


Ex. 9. Show that 


(cos ж— cos y)? + (sin z — sin у)? = 4 sin? 


১% т +! ya +7 -y\? 
বাম পক্ষ (asin? 5" sin ° P ৷)" сы ДА 


; | тату 272 . 27-0 
= 4 sin? * | sin? + cos? 4 sin? ন" 
2 ; 2 SEI) А 2 


MEC 8844৮০৯১০১০ 
Ех. 10. Jf tan (0 +G) - tan (0 B)" tan (9 =) proue that 
m+ ПЕР а 240, এ 
— Sin? (a zB sin?(B— У) dc sin^(? — a) = 0 


2-7 
[ Pat. U. 1945 ] 


= ‘এ 1/ সি 7 হইলে 
tan (8--a) tan(@+@) tan (0+7) » আমরা জানি 
т _ tan (0 + a) sin (0 +a) /sin (0 + £) 


y tan(0*f) SEE cos (0 + p) 


s rl ছি 


y _ tan (0 + p) _ sin (6 * B) cos (0+7) ^ 
z баш (0+7) cos(0-f)sin (0+7) > (2) 


< 2—8 0+9) віп (0+2) ০০৪ (0+0) || 

Shh æ tan(@+a) сов(0--7) sin (0 +a) (3) 

(1) হইতে Componendo and dividendo-প্রথ| অনুসরণ করিলে আমরা! 

জানি যে, ` 

тіу _ sin (0 + a) cos (0 + B) + сов (0 + a) sin (0 + 8) 

2-1 віһ(04-а) cos (6 +8) — cos (0 + a) sin (0 + f) 

_ sin (20+a + P- 
sin (a — 


কোণান্্পাতের গুণফল ও সমষ্টির 49194 


ziy sin? (a — В) = sin (20 + a + B) sin (a — В) 


j =} [cos (20 + 28) — cos (26 + 2a)]. 
সুতরাং, 
Еа sin? (a — B) = š [cos (20 + 98) _ cos (90 + 2a)] ++ (4) 
অন্গরূপভাবে, 
ee sin*(8—7)-3 [cos (20 + 27) — cos (20 + 98)] > (8) 


এবং, = sin*(v — a) = [cos (20 + 2a) — cos (20 + 27)] + (6) 


(4), (5) ও (6)-কে যোগ করিলে আমর! দেখাইতে পারি যে, 
27 
2-7 


Examples ҮП 
Prove that (Ex. 1 to 17) :— 


sin A+sin B. , A+B , А-В. 
sin A-sinB ^ 5% 


9 9 


cos A+cos B_ АВ. А-В, 
cosB=cosA °°’ 8 


cos 90° + сов 100° + cos 140° = 0. 
sin 0 sin (60° — 0) sin (60° + 0) = sin 30. 
сов 0 cos (60° — 0) cos (60° + 0) = cos 86. 
(іп За.+ sin a) sin a + (cos За — cos a) cos a = 0. 
cos (A — D) sin (B - C) + cos (B — D) sin (G — А) 
+ cos (0 — D) sin (A - B)= 0. 
8. сов 20° cos 40° cos 60° сов 80°= ds. 
9. sin 20° sin 40° sin 60° sin 80" = т. 


75০ 


sin A+sin B, , АВ, 
10. cos À + cos В Uy 2 


০৮ (8- =r) +222 sin? (y-a)=0. 


৮৭ 


৮৮ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


sin А-зт B A+B 
11. соз В - сов A ot 9 
sin 0--sin 30--sin 50--віп 70 
ы сов 0 + cos 30 + cos 50 + cos 70 
sin 2A+sin 5À —sin AS 
cos 2А + cos HA + cos A раша 
sin (а + B) — 2 sin a + sin (a f) 
14. cos (a + В) — 2 cos a + cos (a — 8) каца. 
15 cos Ta + соз За _ cos ба — cosa _ 89 
' sin Та – віп За- зіп ба sin a CO" 2а. 
16. sin 2A +sin 2B + sin 20 — sin 2 (A +B + C) 
= sin (B + 0) sin (O + A) sin (A + B), 
17. сов А + cos B + cos О + cos (À + B + 0) 
B+C С+А А+В 
2 <08--2- cos = 2 
18. Ifsin w= sin у, prove that 


= tan 40. 


13. 


= 4 cos 


о 


tan $ «-й-Е tan $ (z +y). 
19. If cos 2 + соз y=% and sin z+sin y=}, prove that 
tan $ (0 +Y)= $. ) 
20. Тїтсоза+увїпа=Ё=т cos B +у sin B, prove that 
т = y 4 k 4 
cos $ (a +$) sin %(а%0) сов% (a — 8) 
21. If sin 0--sin ф =G, cos 0 + cos $ = 0, prove that 
— 2 yd 
cos 10° —sin 10° 
22. Prove that бот, 10° 
[ Note that sin 0 = cos (90° 


=tan 35°. 


— 0) and cos 0 = sin (90° 3: 0). ] 
28. If созес А + вес А = ০০৪০০ В + sec В, then 


tan A+tan В = cot š (A +В). [ P. U. 1936 ] 
24. Prove that 


(509 А + cos в)" + (біп А-віп B\” n 
sin A—sin B | д2 бо 


or zero, according as % is even or odd. [ P. U. 1933 | 


A-B, 
2 


অষ্টম অধ্যায় 


গুণিতক কোণ 
(Multliple Angles ) 


8:1. 2А-с=>ЇС®ї<ї С=Ы< 52 (Trigonometrical ratios 
of angle 2A). 

61 ও 6'2 অনুচ্ছেদে প্রমাণ করা হইয়াছে যে, A ও B দুইটি 940414 
হইলে 


sin (A+B)=sin А cos B + ০০৪ А sin B © (1) 
cos (А + В) = eos А cos B — 910 A sin В - (9) 
উপরন্ত, A ও B RNS 41 হইলেও এই "ra দুইটি সর্বদাই সত্য। 
অতএব, &-কোণের মান 41218 হউক না কেন, আমরা B=A বসাইলে 
(1) ও (9) স্থত্রগুলি হইতে জানিতে পারি যে, 


sin 2A=sin А сов А + соѕ А sin A=2 sin А cos А -- (I) 
cos 2A=cos А cos À -sin А sin A=cos2A—sin2A — *** (II) 
—(1-—sin*A)- sin*A—1- 2 вїп^А + (III) 
= cos?A – (1 – cos?A) = 2 cos?A - 1 + (mv) 
পুনরায়, 6'4 অনুচ্ছেদ হইতে 
ШАРАНЫ 


অতএব, B = A বসাইলে, 


tan A+tan А _ 2 tan А (у) 
1-—{ап А.$ап А 1-tan?A 


অনুরূপভাবে, cot (A+ 3)-এর абс B = А বসাইলে আমর! দেখাইতে 
পারি যে, 


tan 2A= 


cot^A -1 


9 cot À = (VD 


cot дА = 


৯০. 


1 


উচ্চ-যাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 
(TIT) ও (IV) হইতে জানা যার যে, 


14005 2A —2 cos?A = (VID 

1-сов 2A=2 sin?A <- (VIII) 
(үш)-® ছে]7)-দ্বারা ভাগ করিলে, 

1-сов2А , 2 

1+cos 2A пе = (TX) 


ইহা লক্ষ্য করা যায় যে, 
1+sin дА —cos^A *sin^A +9 sin А cos А = (віп А + cos A)? 
1-віп 2А = соѕ?А t sin^A — 2 sin A cos А = (віп А- сов A)?. 


দ্রষ্টব্য 2 যেহেতু সমগ্টিস্থত্রাবলী (Addition Formule) А ও B-44 


যে-কোন মানের জন্যই সত্য, উহাদের সাহায্যে প্রাপ্ত উপরোক্ত স্থত্ৰগুলি 
А কোণের মান যাহাই হউক না কেন, সকল ক্ষেত্রেই প্রযোজ্য | 


82. Зл-с-вісеін ca зо 


sin ЗА =зщ (A+2A)=sin А cos 2А + cos А sin 2A 

=sin А (1-9 віп А) + cos А. 2 sin А cos А. 
[81 অনুচ্ছেদ | 

—sin А (1-9 sin?A) +2 sin A (1- іп А). 

sin 3A—3 sin А-4 sin?A. 

сов ЗА = cos (A+2A)=cos А cos 9А-віп A sin 2A 
=cos А (2 соѕ?А _ 1) - sin A.2 sin A cos А 
= cos А (2 ০০৪২ — 1)— 2 cos А (1 — cos?A), 

cos ЗА = 4 cos?A – 3 cos А. 


N _ tan A + tan 2A 
tan 3A = tan (A + 2A) T tan APtan SA. 


2 tan A 

z. tan A+ iran? A 

2 tan A 
1—tan*A 

tan A (1— tan?A)-- 9 tan А 
— (1-tan*A)- 2 tan?A 
3 tan А – tan?A. 

1-3 tan7A 


1-tan A: 


tan ЗА = 


গুণিতক কোণ ৯১ 


wear: পূর্বের অনুচ্ছেদে বর্ণিত নিয়মের সাহায্যে &-কোণের যে-কোন 
উচ্চতর গুণিতকের কোণানুপাত A-কোণের কোণান্গপাতের সাহায্যে WESU- 
ভাবে প্রকাশ করা যায়। 


8:3. Ex.1. Espress sin 24 and cos 24 in terms of tan A. 


sin 2A=2 sin A cos A= 922 cos A 


_ Stan A_ 2tanA 
= вес А 1+tan?A 
А sin? A 
сов 2A —cos?A — зт?А =cos°À —cos*À Eh 
cos" A 


= cos “А(1- зіп, 5A) = cos? А (1 _ tan? A) 


. 1-tan*A 1-tan?A 


sec?A  1+tan2A 


Ex. 2. Express cos 4A in terms of cos А. 
মনে করি, 0-2А. 
অতএব, cos 4А = ০০৪ 20=2 cos*d-1=2 соз°дА—1 
=9 (cos 2A)? - 172 (2 cos?*A - 1)? - 1 
= 9 (4 cos*A — 4 cos? A +1) — 
=8 085A -8 RM 
ite -tan^ (4: (45^ — 
Ех. 3. Show that 7 দা 
যদি 45%-А-ө লিখি, তাহা оа 


1-tan*0 . 1- sin?8/cos*0 
ছাদ с = 1 + віп?0/соѕ?0 


cos?0 — 81020 
cos*0 + sin”0 
= cos 20 = cos (90* — 9А) = sin 2A. 


= cos?0 — sin 29 


Ex. 4. If tan 0= $ + find the value of & sin 90 + y cos 20. 
[ B. H. U. 1940] 


যেহেতু tan ৪8 2. соз 0=y sin 0 -- (1) 


эз উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 
এখানে, z sin 90 +y cos 20 = 0 . sind cos 0 +y , (= 9 sin20+1) 
—9 sin 0 (z cos 0 — у sin 0) -y—y. [(1) হইতে] 


ү 1-tan*a 
Ех. 5. If tan Ө = sec 2а, prove that sin 20 টার 


6 gin 0 টান, tan 0 | 2 tan 0 
sin 20 =2 sin 0 cos 59 see20 1 + 6029 


al — tan?a 
9 sec “а _ 2 cos 2a ___1+ _ [ Ex. 1-431 ] 


1+ 60? 2a сов! 2৫ +] (іа) +1 
1+tan*a 


_ Q9 -tan*a)(1-ttan?a) 9(1-бап“а) 1- апа 
(1—tan*a)*+(1+tan?a)* 2(1+tan‘a) | IER a 


Ex. 6. Show that 
tan 0 + 2 tan 20 + 4 tan 40 + 8 cot 80 = cot 0. 


1 1 —tan*40 1—tan240 
পালের zs ES 4 
2498 9 tan 49 tan 40 
রি, 
*. B'cot 80--4.tan 494. JL 26 1 4 tan 49 
tan 40 
ay ALT cre dieci). 
ni tan 40 as 2 tan 90 
*. B ০০৮৪০ + 4 tan 40 + 2 tan 20-4. 1 = tan 28 9 tan 20 
де. 1 2o.l-tan^0 
tan 20 2 tan 0 


1- tan*0 1 
On, বাম পক্ষ-* STENT + tan 0 tan 9 7008 0 


Ех. 7. Jf cosec 2А + cosec 2B + созес 90 = 0, show that 
tan А + tan B+ tan C + cot A+cot B+cot C=0. 


sin A + ০০৪ A _sin® A+cos*A il 
cos At sin A sinAcosA sin A cos A 


2 
9 sin A cos А 


tan A+cot A 


= =k =2 ০০৪০০ 2А, 


গুণিতক কোণ ৯৩ 


অনুরূপভাবে, tan В + cot B = 3 ০০৪০০ 2B, 
tan O + cot C = 2 ০০৪০০ 2C. 


স্থৃতরাং, বামপক্ষ = 2 [созес ЗА + ০০৪০০ 2B + ০০৪০০ 2C] = 0. 
Ех. 8. Prove that 


2 cos 80 +1 


55657 "(à cos 0 — 1 cos 20  1)(9 cos 40 — 1). 


(9 сов 0 + 1)(2 cos 0 — 1) = 4 cos*8— 1— 9(2 ০০৪৭০ — 1) +1 


=2 cos 20+1 e (1) 
অনুরূপভাবে, (9 сов 20 +1)(2 cos 90- 1)--2 cos 40+1 >» (2) 
এবং (9 cos 40 + 1)(2 cos 40 — 1)=2 сов 88-1 -:- (8) 


এখন, সমীকরণ (1), (9), (3)-কে পরস্পর গুণ করিলে আমরা দেখিতে পাই 
(2 cos 0 + 1)(2 cos 0 = 1)(2 cos 90 — 1)( cos 40 — 1) 
=2 сов 80 +1. 


2 соз 80 +1 _ fe s 4 
অতএব, d cos 0+1 = (9 cos 0 — 1)(2 cos 20 — 1)(2 cos 40 — 1). 


Ех. 9. Prove that cos? (a — B) — sin? (a + В) = соз 2a cos 9. 

বাম পক্ষ = (cos a cos В + sin а sin B)? — (sin а cos В + cos a sin В)? 
= сова cos? + віп а ৪10.59 — sina 60521 — сова sin° 8 
= cos?a (сов — sin?) _ sin?a (cos*f — sin° p) 
= (созЗа — sin*a)(cos? B — віп 0) 
= cos 2a cos 28. 


Ех. 10. If 0856 = 2 tan?y +1, ¿hen cos 9z + sin?y = 0. 


= 2 
আমরা জানি cos গতি [ Ех. 1. হইতে] 


2 _1-(@ tan?y+i)_ —9 tan*y _ -tany 
cos 2®= ] + (29 апу +1) A1+tan*y) вес у 


= — віп?у. 


cos 2% + sin^y = 0. 


Ex. 11. Show that sec গল аата Ta 


28 


উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


ын জানি .2 cos*A=1+cos 2A. | 

E 9со8222= 1 + сов 4m. 

বা, 4 cos29z=°9 + 2 cos 4a. 

$ 2 cos 9%= J/2+2 сов 4х. 
অঙ্গরূপভাবে, 2 cos x= 4/242 cos 2% 

= J2+ J2+2 cos 20. 
১১১ 
২/৪+ J2+2 cos 9z 
Ех. 12. Show that tan ЗА — tan 2А — tan A 
=tan ЗА tan 2A tan А. 


ай জানি = с tan 2А+{ап А, 
আমরা tan ЗА = tan (2A + A) না তা 


বা, tan ЗА — tan ЗА tan 2A tan А-бап 2A + tan A. 
tan ЗА — tan 2А — tan А = вл ЗА tan 2A tan A. 


sec t= 


Examples VIII 


Prove the following identities (Ez. 1 to 25) :— = 
sin 2A 
1 + сов 2A 


sin 2A 
1- сов ЗА 


3. cot A—tan А-2 cot 2A. 
4. (i) (2 cos 0 + 1)(2 cos 0 — 1) =2 cos 20 + 1. 
(ii) tan 0 (1--вес 26)=tan 20. 


cot À —tan A 
cot A+tan А 


6. tan А “соб A=2 cosec 2А. 


=tan A. 


2. =cot A. 


=cos 2A. 


00949 — 91049 = cos 20. 
08% — 910% = cos 20 (1-3 sin°90). 
cosĉ0 + sin*8 = (1+3 09290). 


৩০ о = 


2.2 142 
sin?a — sin"f 
= + B). 
10: sin a cos a — sin B cos В tan (a + É) 


গুণিতক কোণ 


— сов 90 + sin 99 


с siu 1918.26 An 0. [ С. U. 1938 1 


11. (i) 


Gi) sin a— J/1+sin да _ € 
cos a— „Лт 2a | , 


acute, and the square root being taken with positive sign. ] 


[ a being positive and 


сов 0--sin 0 cos 0 —sin 0 
сов 0—sin0 cos 07910. 0 
sin A+sin дА_ 
= А. 
13. (i 1+ сов À + соз дА cm 
(ii) sin 40 1— cos 90 
cos 20 1- cos 40 


12. =2 tan 90. 


=tan 0. 


14. (i) сов А Саш A seo ЗА —tan дА. 


(ii) cos?0 + ৪10.560 
cos 0 + sin 0 


15. cos®A cos ЗА  sin?A sin ЗА = cos?2A. 
16. (i) 4 গু + 310390°) = 8 (cos 10° + sin 20°). 


LIB 
0) n. sin Те соз 07 


17. бап 30—tan 90-бап 0 —tan 30 tan 20 tan 0. 


=1-4 sin 20. 


18 cot A a tan A is. 
* cot A—cot ЗА tan ЗА – бап A 
19. 1 l = cot 90. 


бап 30—tan 0 cot 30 — cot 0 
90. sin 80—8 sin 0 cos 0 cos 20 cos 46. 

21. (i) cos 58 = 16 cos*0 — 20 со820--5 cos 0. 
(ii) sin 50 = 16 sin°0 — 20 sin*0 + 5 sin 0. 


7 cot?^0 — 3 cot 0 
22. (i) cot 30 = овд ` 


k _ 4 tan 0—4 6099 , 
(ii) tan 40= 1-6 tan?0 + te 6 tan?0 + tan40 


ae 


১৬ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 


23. (i) cos (120° — A) + соз A + cos (120° + A)=0. 
(ii) cos? (A — 120°) + cos? A + cos? (A+120°) = š. 


2 cos 9"0 +1 
24. асе ЕЛЕ = (2 cos 0 = 1)(2 cos 20 — 1)(9 cos 220 — 1) 
ол (2 сов 2"7*0—1). 
[ Use (2 cos 6--1)(2 cos 0 —1)= 2 cos 90 +1. ] 
tan 970 5 
295. "Ling ^i sec 26)(1 + sec 2°6)(1 + sec 920)... 
...(1 + sec 270). 
[ Use tan 9 (1+ sec 29) = tan 20. ] 
26. If 0—-—; —* prove that 


ga +1 
2” cos 0 сов 90 cos 220---сов 9%-10=1. 
27. (i) If tan z —b/a, find the value of a cos 2% +b sin 91. 


(ii) If tan?z-F 2 tan z tan 2% = tan*y +2 tan y tan 27, prove 
that each side=1, or else, tan z — + tan y. 


28. If 08029 = ] + 2 бап?ф, show that cos 2ф — 1-- сов 90, 
29. (i) If 2 tan a=8 tan 8. prove that 
tan (a A) = 5 — ০০৪ 98" [ O, U. 19461 


tan (а— 8—7) _ tan y 
бап (а-В+7) tan В 


(ii) Tt › show that 


either, sin (8-7)-0, or, sin 2a + sin 28+sin 2y = 0, 


3 cos 2, 
30. Ifa and В are acute angles and cos За = S= s show 
that tan a= ,/2 tan f. [ С. U. 19411 


31. Ifcos0—3 (aa *), show that 
(i) eos 20 =$ (a? +a” 3n 
(ii) cos 30 = $ (a? + চি 5); 
Show that A 32 to 36) — 
32. sin*0—4-— 3 cos 207 $ cos 40. 
89. cos°0 + ©: =1-sin*20 + š sin*20. 


34. 


35. 
36. 


27. 


л л = 
tan (= +4) + tan (= -А) =2 sec 2А. 


3, sin 80 


গুণিতক কোণ 


«3, 008 90 sin 40 


T 
сов 8 3 51 


cos 42 — cos 4y 


n 6 


3 


4 


=8 (cos z — cos y)(cos z + cos y)(cos z — sin y) 


(i) а. 


ANSWERS 


X (cos z + sin y). 


নবম অধ্যায় 
অংশ কোণ 
( Submultiple Angles ) | 


9:1. sin2A-2sinAcosA 
cos ЗА =cos*A -sin A = cos*A — ] = 1 - 2 sin?A 


] + ০০৪ 2A =9 cos?A ; 1- cos ЗА = 9 sin?A 
_ 2tan A 
tan 2A l—tan*A 


sin 3A=3 sin А-4 sin A 
cos ЗА —4 cos?A _ 3 cos A 
3 tan A —tan?A. 


5৮857 


উপরোক্ত গুণিতক কোণগুলির স্থত্রাবলীতে যথাক্রমে A= 
আমরা অংশ-কোণের নিম্নলিখিত স্থত্রাবলী পাই š 


sin Ө=2 sin 10 cos 40 
cos Ө = ০০৪46 —sin210=2 сов210-1-1-2 віп?20 
1+cos 9=2 сов? $0 ; 1- cos 6 = 2 sin? 40 
2 tan 40 ? 
1-tan*46 
sin 6—3 sin $0 —4 sin? 16 
cos 6 —4 cos? 10 —3 cos 40 
3 tan 46 —tan2 20. 
1-3 tan? 46 
9:2. cos 6-3 AIZIT sin 29 ও cos 30-91 সান 
gæt: і 
14 сов 0=2 cos? 10 এবং 1— cos 0—2 sin? 40; এই "zu দুইটি 
হইতে অনায়াসেই পাওয়া যায় যে, 
sin #0= + ,/%(1- cos 0) 
cos 30 = + (+0080). 


0 0 7 
g'g' বসাইলে 


tan Ө- 


tan 0= 


অংশ কোণ aa 


93. ada rza ক্ৰসালল-লিলেলল (Ambiguity of 
Signs). 
একাদশ অধ্যায়ে প্রমাণ করা হইবে যে, cos 6-3 কোন নির্দিষ্ট মান দেওয়া 
থাকিলে, 0 এবং সেই яст 10-4 কেবলমাত্র একটি মান হইবে না; 0-3 
মান সেক্ষেত্রে বহু, এবং সেই মানগুলি একটি শ্রেণীর অন্তর্গত | অর্থাৎ 30 যে- 
কোন পাদে অবস্থিত হইতে পারে এবং সেই অনুসারে sin 40 ও cos 30-4 
মান নির্দিষ্ট হইবে 1 

30 কোন্‌ পাদে অবস্থিত তাহা জানা থাকিলে сов 10 ও sin 30-4 
উপযুক্ত চিহ্ন নির্ধারণ করা মোটেই কষ্টসাধ্য নয়; ccs 0-4 মানের সহিত 9 
জানা থাকিলে cos 30 এবং sin 30-4 চিহ্ন নিৰ্ণয় করার পদ্ধতি নিম্নলিখিত 
উদ্দাহরণে দেখান হইতেছে : 

Gril Find sin 224° and cos 224°. 

যেহেতু 293? কোণটি প্রথম পাদে অবস্থিত, অতএব, সাইন ও কস উভয়েই 
ধনাত্মক হইবে | 

WD, sin 224°= + ,/2(1- сов 45°) 


- A 12-2) 232-8 


cos 293° = + „/%(1+ oos 45°) 


৪7178172775 
= / 3 (1+ 3g) - } + 42. 
9:4. sin 9- সাঁহাক্য্যে sin 20 লহ cos £6-3 নান 


fac: 
আমরা জানি যে, sin 0 =2 sin 30 cos $0 
এবং 1 = cos? 30 + sin? 30. 
1 +sin 0 = (০০৪ 30 + sin 26)” 
1-віп 0=(cos 30 sin 30), 
সুতরাং, cos 10 + т 30— = /1+sin 0 
cos 30 —sin 30= + <1- ір 0 
অতএব, cos 20 = +5 Ji¥sin 0+$ J1—sin 6. 
sin }0=+4/1+sin 0*4J/1-sin 0 


Boo উচ্চ-মাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 


95. заь (безен FAAATA (Ambiguity of 
Signs). 
একাদশ অধ্যায়ে ব্যাখ্যা করা হইবে বে, 0-3 কোন নির্দিষ্ট মান দেওয়া না 
থাকিলে, কেবলমাত্র sin 0-4 মান দেওয়া থাকিলে, 0-Я মান হইবে বহু এবং 
এই সকল মান একটি শ্রেণীর অন্তর্ভুক্ত | অতএব, 10 সম্ভাব্য দুইটি পাদের 
যে-কোন একটিতে থাকিতে পারে | 
এক্ষণে, cos 30 + sin $0= ,/2 sin (ła + $0) 
এবং соз 30—sin 40= ,/2 sin (32 — 30) ; 
অতএব, (сов 20+ sin $6) এবং (cos 30 — sin 40)-4 চিহ্ন নির্ভর করিবে 
8-4 মানের উপর এবং উপরের অভেদ দুইটি হইতে চিহ্ন নির্ণয় করা যাইবে | 
Gull Find sin 15° and cos 15°. 
আমরা জানি, 
сов 15° + віп 15°= + Ji+sin 30°= Ji+4= V3 
cos 15^ —sin 15°= + J1-sin 30° = J/1-3 Ac 
[ যেহেতু, cos 15° —sin 15°= ,/2 sin (фл — 15°) ধনাত্মক ] 


অতএব, cos 15° ZINEE + ঠ)-+ EA 
sin 15-4 ( / 3 - /1)- 48 g 


9'6. tan 6-11 tan 20-9 সান fete ° 


2 tan i0, 
ডে 1-tan? 30 
অর্থাৎ) tan 0. tan? 40+ 9 tan 10—tan 0-0. 
অতঃপর দ্বিঘাত-দমীকরণের 552197104, 
=2+ +4 05059 _ _ 135 ২/17202, 
ша) 2 tan 6 tan 0 


4049, 94% চিহ্নের কারণ পূর্বোক্ত কারণের ALAM | 


97. 6-3 একা শান্সুলাভেল্র মান SSTS 10-9 ক্োপণান্তু- 
সতেজ মান fea ° 


ত্রিঘাত-সমীকরণ, sin 0=3 sin 30-4 sin? 30 ++ (1) 


2 


অংশ কোণ ১০১ 


সমাধান করিয়া আমরা sin 6-4 প্রদত্ত মানের সাহায্যে sin 20-4 মান 
নির্ণয় করিতে পারি | 
এইরূপে, cos 0—4 cos? 16 —3 cos 10 e (а) 


< _ 3 tan 30 — tan? 30 
এবং tan 0 = 1—3 tan? 30 (3) 


এই দুইটি সমীকরণ সমাধান করিলে, cos এবং tan 0-4 প্রদত্ত মান 
হইতে যথাক্রমে cos 10 এবং tan 10-7 মান নির্ণয় করা যায়। 
9:9. 18° =, 36° серісін ক্োপান্ডুলাত $ 
মনে করি, о=18°, তাহ! হইলে 50 =90°. 
20=90°—30, অর্থাৎ, sin 90- cos 30 


বা, 9 sin 0 cos 0= 4 ০০৪3৪ — 3 cos 0= соз 0 (4 ০০৪%০ ৪) 
কিন্তু, ০০৪ 0-сов 18°, ZOT, cos 0 “7 হইবে না। 
অতএব, 2 sin 0=4 cos20 — 3=1 — 4 sin20, 
বা, 4 91020 +2 sin 0—1=0. 
ৰ -2+ J/4+44_ (+ V5- 
sin 0= লন, ও 44 _ ত 1), 
কিন্তু, 0 ধনাত্মক স্থন্মকোণ বলিয়া sin 0 ধনাত্মক হইবে। বস্তুতঃ, 0-1 
সকল কোণান্ুপাতগুলিই ধনাত্মক হইবে 1 সুতরাং, ধণাত্মক চিহ্ন বাদ দিয়া 
sin 18%-2(,/5-1) 
cos 18°= + J/1-sin?18* =š (4/10: 24/5) 
cos 36°=1—2 sin*18? — 2 ( /5 * 1) 
sin 86° = VI- сов136%-2 ,/10-2,/5. 
দ্রষ্টব্য 2 54° এবং 79° যথাক্রমে 36° এবং 18*-র 94% কোণ বলিয়া 
উপরোক্ত মানসমূহ হইতে আমর! 54° এবং 792°-q কোণান্থপাতসমূহ নির্ণয় 
করিতে পারি। 
99. 3° «me Gate efise ৫ক্াঁপহওনিলিল 
ক্কোণান্ডুপাত š 
sin 3° = sin (18° — 15%) = sin 18° cos 15° — eos 18° sin 15° 
=+% (45-1)046+ V2)- $ ( /8-1)( ৬81 48) 
[sin 18°, cos 15°,--- ইত্যাদির মান যথাযথ স্থানে বদাইলে 1 


১০২ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


অনুরূপভাবে, 
cos 3* — $ ( V3 +1)( /5+ J5) + সুত ( /6— ,/2)(,/5-1). 

3°, 15°, 18°, 30°, 36° এবং 45°-এর কোণানুপাতগুলি জানা থাকিলে 
আমরা ৪*এর গুণিতক যে-কোন কোণের কোণানুপাত নির্ণয় করিতে পারি। 
যথা, 6°=36°— 30°; 9০-45-86০7) 719০-30-18; 91°=36° 
—15°; ইত্যাদি। 45° অপেক্ষা বৃহত্তর কোণের কোণান্ুপাত নিৰ্ণয় করিতে 
হইলে আমাদের 45° অপেক্ষা ক্ষুদ্ৰতর পুরক কোণের সাহায্য গ্রহণ করিতে 
হইবে | 


9°10. Ех. 1, Show that 


sin ঢেল’ cos = M ০000 স্ন Sina 
2 ০০১ оз COS gs COS оп" Singh 
আমর : га т 
1 জানি, sin ০৯৪৪0 2 cos 2 
টা ২. 2 2 
অতএ p 25082 
4, sin 9 —2 sin оз 008 оз 


in Z = 2 sin Z cos 2 
Bin zs = 53 58 
9* PRY Б 


ов z 
এইরূপে, Sings-i =2 Sin ә: cos on 


2 x 2 


cos % сов in 2 
= 85 со. e 
9 95 95 OS ол Sin 


ow 

Ex, 2. If tam 30= tan? 3$ and tan $= 2 tan a, show that 
0 t $ = За. 

tan 40+tan 3$ _ tan? $$ tan 39 


অতএব, sin z= 9" cos 


ton (1+9) (এ do tan ] ETD 
_ tan 346 (1+tan? $৫) _ 188 39 
~ (1- tan? $৫)(] + tan? 34) 1—tan?4¢ 
=š tan $= tan a. 
%94-5% ৪ 


অর্থাৎ 0+$=9а. 


অংশ কোণ 


Ех. 3. Prove that sec 0 — ian 0 = tan [z - 2) 


বাম পক্ষ zat (М) ib emu 


cos 0 сов0 cos 0 


коле O un? 
cos 9 pn cosis 80 
6 


= |<; শি —————à3 


0 ed SO. 0 0 
v = ме” d 2 Z ১৫ 
(cos টি, IE gi" em all cos 2 то 


1- tan 2 tan = -tang 


= a — R aaa) 
0 л OND 4 9 
1+tan 5 1+ tan у tan ç 


$in90 1-соө0 , 6. 
Ех.4. Shou that রিটা? =tan ç 


9 si 28 ৪ OD 
বাম পক্ষ = 2 Sin 0 cos 0 , _ > DAE 2 
9 віп?0 сов 0 sin 0 
2 sin* 9 7 
apy =ltan 2° 
2 sin g ০০৪ 2 


Ex. 5. If tan 4 =t, prove that siw А + tan A= е 
৩ A 
2 tan 2 tan 9 9t 9t 


9 
* শন eS BEST) 
ITE 1-tan? 2 SEE e IET 


sin At tan А = 


Ma. EN EE TAR 
ава) и 


১০৩ 


১০৪ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 
с 
cos a — соз В 


. 6. =— СЕ 1 
Ех. 6. If cos ө ПЕ PFE В prove that ome of the values 


of tan 30 is tan За cot ЗВ. 
cosa—cos В, 


cos 0 = 
1- cos а cos В 


1 — cos 0 _ 1 — cos а cos B — cos a + cos B, 
l+cos0 1c- соз а cos В + cos а- cos B 


বা, tan? 0 _ (1 + соз f) — cos a (1 + cos f) 
/ 289 (1 — соз В) + соз a (1 — cos В) 
— (1 — cos a)(1+cos В) _ tan 2 fa, 


ছা — cos В)(1 + cos ay tan? +8 
বা, — tan?^i0— tan?ta соб? В. 


এখন বর্গমূল লইলে, tan 30 = + tan Ja cot 18, 
সুতরাং, tan 39-4 একটি মান হইবে tan ka cot 213, 


27 4л 8л 14л 
Ех. 7. Shou that 16 cos 15 008 15 099 15 005 15 -1. 


বাম পক্ষ = 16 cos 24° cos 48° сов 96° сов 168° 
= 4 (2 cos 24° cos 96°)(2 cos 48° cos 168°) 
= 4 (cos 60° + cos 36°)(cos 108° + cos 60°) 
=? ($ + cos 36°)(—sin 18° +4) 
=(1+2 cos 36°)(1 — 2 sin 18°). 
এক্ষণে আমরা জানি, sin 18°=4( ,/5-1)« cos 86" = $( J5 +1) 
[ অন্তঃ 99 দ্রষ্টব্য ] 


Ser, বাম পক্ষ= (1+ Ds এ] 


=4(3+ „/5)(3— /5)=1. 


Ех. 8. If sim a= -%, and а lies between 180° and 270°, find 
the values of sin $a and cos $a. 


sina— —$. 4. cosa=+ J1-sinfa- + ,/1-(98- 53. 


কিন্ত, যেহেতু ৫-কোণ 180° অপেক্ষা বৃহত্তর এবং 270° অপেক্ষা ক্ষুদ্র, 
অর্থাৎ যেহেতু а-С%14 তৃতীর কক্ষে অবস্থিত, অতএব, cos а খাণাত্মক হইবে | 


অংশ কোণ ১০৫ 


соза=-3. .. ০৫০৪ ৫ =] = 2 51010 = —$, 


বা sin'ka=$; 
+ 


sinša = 2 
আবার, cosa-2[cos?1a —1— — 8. 2. cos*ta= 
al 


কিন্ত, যেহেতু 180°<a<270°, 2. 90° < ka < 185°. 
অর্থাৎ $০-কোণ দ্বিতীয় কক্ষে অবস্থিত | অতএব, sin a ধনাত্মক এবং 


cos Да খণাত্মক হইবে | 


9 1 


sin ša = 75 এবং сов а = ঢু 


Examples IX 


Prove that (Ez. 1 to 14) :— 


1 1০০3 АА, 1+ 605 A кА. 
Жалан reo *, “sin À 2 
A 8 
3. (sin $ + tan 5) =1+sin A. 
4. sec 0 + tan 0=tan (Фл + $6). [ С. U. 1939 ] 
1+sin 0 —cos 0 _ 9. 
E G isin 0+ cos 0 টা 


(в) sin de sin #а— КЕЯ 
соз #а— J1+sina 
and the square root із taken with positive sign. 


в. 01 L+sin @_ tan? (2 т z). 


1-sin z 


= cob E where 0 < a < z, 


— sin 20 
2 sin 0—sin 20 tan? 40. 


Gi) 9 sin 0-- sin in 20 


l+tan ЗА _ 1+sin A, 
% 91- tan ЗА cos A 


(ii) сов B= 5 (cot $8 — tan $8). 


১০৬ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


s, sin20 . созӣ _ 0. 
85:0) 1+cos 29 1+cos 0 PERS 
(ii) 8 зіп“ 20-8 sin? 30 +1 = cos 90. 
. ge 2tan $0 _ _1 tan? 46 
9. sin 0— jan? тө 10. cos OF tan? 10 


11. (cos 2 + cos y)? + (sin 2 Е sin y)? = 4 cos? 3 (z у). 
12. tan 6° tan 42° tan 66° tan 18^ — 1. 

18. tan 74°= ,/6- /3+ J2— 

14. 9 cos m A2 424 49. 


15. (i) It tan 5 Шеге ‘tans $ show that 
lte 
005 I ০০৪.626, 
1-е соз 0 
sin а sin В. 


(ii) If tan ৪722 
tan 20 is tan $a tan 56. 


' show that one of the values of 


16. If sin a +sin B=a and cos a + eos B =b, find the value of 


cos (a + p). 


17. (i) Prove that 2 sin ФА = + Jl+sin А+ J1-sinA, and 
determine which are the correct signs when 270° > A > 180°. 


[ B. Н. U. L., 1931] 


(ii) If 0= 240°, is the following statement correct ? 


9 sin 30— ./1+sin 0— ,/1-віп 0. 
If not, how must it be modified ? 
18. If A=320°, prove that 


= Тар? A 
tan লন 


2 tan A 
ANSWERS 
b?—a* РЗК টিয়া ৰ, 
16. трат’ 17. (i) 2 sin ЗА= „/1-євїп A+ „/1—вїп A. 


(ii) No; 2 sin 30= ,/i+sin 0+ A/1—sin 0. 


দশম অধ্যায় 


ত্ৰিকোণমিতিক অভেদ 


101. তিন বা ততোধিক কোণের মধ্যে কোন সম্পর্ক বিদ্বমান থাকিলে, 
উহাদের CHINAS AAS বহু কৌতৃহলোদ্দীপক অভেদ প্রমাণ করা যাইতে 
পারে। ইহাদের মধ্যে যে সকল ক্ষেত্রে তিনটি কোণের সমষ্টি দুই সমকোণের 
সমান, সেই সমস্ত অভেদগুলি উল্লেখযোগ্য । শেষোক্ত ক্ষেত্রে অভেদগুলি 
প্রমাণ করিতে হইলে পূরক বা সম্পূরক কোণের কোণানুপাতগুলির ধর্ম প্রায় 
প্রতি ক্ষেত্রেই ব্যবহার করিতে হইবে | 

যথা, A+B+0=* হইলে, В%0-л-А. 

স্থতরাং, sin (В--О)-віп (a — A)=sin A. 

অনুরূপভাবে, sin (О + A)=sin В; sin (A+B)=sin G. 

পুনরায়, cos (В + C) = cos (a - A)= - сов А. 

অনুরূপভাবে, eos (0+ A) = - сов В; cos (А + B)7 - соз C. 

পুনরায়, tan (В + 0) = tan (z — A)= -tan А. 

অনুরূপভাবে, tan (О + A)= -tan В; tan (А+ В) = -tan C. 


AUR BN GS z. 
পুনরায়, A*BeO-atum 245575! 
স্থতরাং, sin (B + ©) sin( 2) соза 
HO FA B A 
অনুরূপভাবে, sin (9+ টা sin (3 + В). 


Bes 

পুনরায়, tan (2 + О = вв [2 - A) =cot 
Oy, АВ A 

এইরূপে, tan (5 + +) = соғ? > tan ( + 5|= cot 


102. Ex.1. If A+B+C=z, prove that 
sin 2A + sin 2B + sin 2C=4 sin А sin B sin C. 
[ C. U. 1981, °33, '35 ] 


১০৮ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


বাম পক্ষ = (sin 2A +sin 2B) + sin 20 
=2 sin (A+B) cos (А- B) + 2 sin О cos C 
=2 sin О cos (A — В)- 2 sin С cos (A+B) 
ІС: A+B+C=2] 
— 9 sin О [eos (А — B) — eos (A + B)] 
=2 sin C.2 sin A sin B=4 sin A sin B sin 0. 
Ex. 2. If A+B+C=z, prove that 
cos 2А--сов 2B+cos 2C= -4 cos А cos В cos С-1. 
বাম পক্ষ = (cos ЗА + cos 2B) + cos 20 
=2 cos (А +В) cos (A—B)+2 ০০৪%0 - 1 
= —9 cos О cos (А — B) - 2 cos O cos (A+ B) - 1 
[^ А+В+0=л] 
= — 2 cos С [cos (А — B) + cos (A + B)] - 
= —2 сов С.2 cos A cos B- 1 
‚= —4 cos А сов B cos 0 - 1. 


Ex. 3. If A+B+C=z, prove that 
sin A+sin B+sinC=4 cosa сов сов. 
[ C. U. 1910, 99 1 
বাম পক্ষ = (sin А + sin B) + sin С 
+B A 


motB ০০৪ 4578 € os € 
2 sin а 005 © +2 sin 2০০9 5 


A-B 
= 9 cos G cos 9 +2 cos g ০০9 


с 
9 
ot Ax 
(৫112 
С А-В 
=2 cos 5 [eos 35 Ë + eos тағу 


А В 
=2 соз 2 сов 2 COS 5 = 4 cos с 


Ех. 4. If A+B+C=z, prove that 


сов A+ cos B+ 605 C=1+4 sind sing sin Z 


ত্ৰিকোণমিতিক অভেদ MS 


বাম পক্ষ = (cos A+cos В) + cos с 


= 2 сов AmE cos Ав, 1-2 ৪360 
2 E 
61429 ey Nae ls) 
=2 = =— —9 = 
2 sin 2 cos 9 2 sin ç cos 9 +1 


и! 


А-В AB) +1 


% 0 
-9 sin о | cos — cos 


2 9 
19. à y 5 А J 
=2 біп 2:2 sind sin +14 sin sin P sin +1. 


Ex.5. If A+B+C=z, prove that 
tan A+tan B+tan C=tan A tan B tan C. 


যেহেতু, А+В+б=л J. B+O=z-A; 
Р tan (B+0)=tan (л- А) 


tan B+tan G 
3b ] = tan B tan С 


অর্থাৎ, tan B+tan C= -tan A (1 —tan В tan О) 
= —tan À +tan A tan B tan C. 


tan A +tan B +tan C= tan A tan B tan C; 


হি eile tan (A+B C) =tan = = 0. 
tan A +tan B + tan O— -tan A tan B tan O _ 


1 — ва B tan 0-бал C tan A-tan A tan B _ 
কিন্তু, কোন ভগ্নাংশের মান শূন্য হইলে, ইহার লব নিশ্চয়ই শূন্য হইবে। 
সুতরাং, tan A+tan Bt+tan C-tan A tan B tan C=0, 
অৰ্থাৎ, tan A+tan B+tan O=tan A tan В tan C. 


=-tanA 


Ex. 6. If A+B+C=z, prove that 


В n C тап tna Ttan tan = 
tang tan 2 +tang tan 2 +tan 3 tan 9 1. 


[ C. U. 1936, '39 ] 


১১০ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 


A.B Ga. 
যেহেতু, А--В-С-л, Di Um Oko 
z _ À 
tan (2 +9) = ва (5 - 3; 
B G 
fom g ^ tang এ 1 
B C 2 A 
il, tang tan tan o 
A B Gi ВКО 
বা, tan 5 [tan 2 +05) = 1 = tang 80 2 
বা, fan? tan + inn tang = 1 а В ৪০৫ 
পক্ষান্তর করিয়া 18048 অভেদটি পাইব 1 
বিকল্প প্রমাণ š 
হত ERAS A BIE ТО =. 
যেহেতু, А+В+С=л. `. 25% шс 2 
A,B л 
cot (5 + E +5) = cota =0 
অর্থাৎ 8 
5 шл (+ +5) 
ооа 
1-а tan 9 = tan G tan $ = tan tan? 25 
A B 
tan a mt. m -tang tang tang 
যেহেতু ভগ্নাংশটির মান 42, ROT ইহার 74-0. 
B 
1-tan tan -tan$ tan à tang fang 00), 


Ех. 7. If A+B+C=z, prove that 
B с л-А z-B z-C 
ces à + с05 5 +6085. =4 cos g 49877 ০০৪: 


-А nc m °] 
ডান পক্ষ =9% cos = СА [а сов" 1 5874 


ত্ৰিকোণমিতিক অভেদ ১১১ 


=2 cos 2 [сов 2а (Be 0875 24) 


=2 ее | 


4 
["." 9л-(В+О)=л+{л—(В+0О)}=л+ A, কারণ, А+В+О=л] 
z — À z+ À TA ,B-C 


=2 cos 4 (08 g +2 cos” Ho 1 


А B+C B-C 
g 521808 4 cos 7 


['." А+В+С=л] 


л 
=cos 5 + cos 


2 


A 218 с 
= соз + сов 5 + сов 5° 
৪2 2 2 


দ্ৰষ্টব্য ঃ 
যেহেতু, ০০৪ 1(х— А)-віп {= = L(a- a)}= sin 244 


এবং, соз 2(=- А) = соѕ (A+ B+C- А) - cos 39. 


cos ЗА + cos B + cos $C 
=4 sin (a+ A) sin 2(a + B) sin 2(л%0) 
NETTO 
соз 4 соз 1 608 = д 


Ех. 8. If A+B+C=z, prove that 
c0s2A + cos2B + cos?C +2 cos А cos B cos 0 = 1. 
ГС. U. 1939, '87, '47 ] 


cos? А + cos? B + cos?O = 3(2 cos? А + 2 cos*B) + cos*C 
= 3(1+ cos 2A + 1 + cos 2B) + cos*C 
= 1 + (соз 2A + cos 2B) + cos*C 
= ] + cos (A + B) cos (A — В) + cos C. сов О 
= 1 — cos С cos (А — B) — eos C. cos (А + B), 
[72 А+В=л—0] 


১১২ উচ্চমাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


= 1— cos О [cos (A — B) + cos (А + B)] 
=1- сов C.2 cos А cos В = 1—2 cos А cos В cos C. 
পক্ষান্তর করিলে, নির্ণের অভেদ পাওয়া যাইবে। 
Ех. 9. Show that tan (9  }) + tan (Y — a) + tan (a — p) 
= an (B — Y) tan (? — a) tan (a — B). 
মনে করি, А-0-?, B-Y-a, б-а-). 
অতএব, A-BRO-B-?4?-ata-B-0. 
tan (А + B + C) = tan 0-0. 
tan A- tan B-- tan C=tan A tan B tan C. 
এক্ষণে A, В ও 0-এর নিৰ্দিষ্ট মান বসাইলে উপরোক্ত অভেদটি প্রমাণিত 
হইবে। 
Ех. 10. If o+y+z=zyz, prove that 
z (1-y*1.—2*) y (1-2?) — 2?) 
+z (1 —z°)(1 = y?) = 4xyz. 
প্রদত্ত অভেদে, z = tan a, y=tan B, z= tan y FAT] করিলে, 
tan а + tan B + tan У —tan a tan B tan Y. 
পক্ষান্তর করিলে, tan а (1— tan В tan y) = = (tan B+ tan 7) ; 


tan В tan y 
1 — бал В tan Y 


৫ =%- ($ +?) অৰ্থাৎ, а+б+у=л. 
tan (2a + 98 + 9y)= tan 27% == 0. 
সুতরাং, tan 2a + tan 90 + tan 97 = бап 2а tan 9f tan 2y, 


অর্থাৎ, tana=— = —tan (8 +7), 


2 tan 2. 2 tan В 2tan У 


1-іапба ] _ 6020 1-—tan*y 
2tana , 9tanB | 91802, 
"1-tanfy 1-tan?Y লয়| 


বা, 


© অতএব, tan а, tan В ও tan 7-44 স্থানে যথাক্রমে ш, ও z বসাইলে, 
আমরা নিম্নোক্ত অভেদটি পাই; 
Qn 91. 22 = 9m , dy 92, 
1725 77181] 17177, 
ইহাকে পরল করিলে, আমাদের উদ্দিষ্ট অভেদটি প্রমাণিত «3 1 


ত্ৰিকোণমিতিক অভেদ ১১৩ 


Examples X 


If A+ B+ О = п, prove that (Ez. 1 to 16) = 


1. 


5 A ; SON Piwi B 
sin A+sin В-віп О=4 sin = sin = cos С; 


9 9 
cot В cot O + cot С cot + cot A cot В-1. 
A B (01115 B G 
cot 9 + cot 9 +во& ç =cot 9 соё 9 cot о 


tan 2A + tan 2B + tan 20 — tan ЗА tan 2B tan 90. 
(cot В + cot О)(со& C + cot A)(cot А + cot B) 
=cosec А cosec ]3 ০০৪০০ О. 


cot B+ cot О, cot C+ cot A , cot A+cot B, | 
tan В+$ап О tan О +баһА tan A+tanB `` 


EBT Atty ©) 
ae +sin — +sin > 


2 2 2 
ЯТА sin FB ant 0 
=1+4sin 2 sin 92 এ 
, + " ан 
рааны аа aeg 


sin— sin 
4 4 


cos? ЗА + cos? 2B + сов? 90 
=1+2 cos 2A cos 2B cos 20. 
sin?A + sin?B + ৪10.50 = 2-- 2 cos A сов В сов C. 


4 


Ву а О КУЗДА. Ia Bre 
sin? А +sin? এ tsin 2 =1-2sin9 sin > sin 0); 


2 টা টু 
cos À ` cos B ааа о 
sin В sin О sinOsinA sin Asin p ^ 
} ГС. U. 1949 ] 
sin 2A sin @В+вш 20 = 8 sin À sin B sin € 
sin 2A +" sin 2B 7 sin 20 = \ I с. 
sin À +sin B + sin О 8 sin টা вш; 


sin (B+ C - A) * sin (С+А — B) sin (A--B - O) 
—4 sin À sin B sin C. 
sin (B + 2C) + sin (C +2A)+sin (A+ 2B) 


i =O ә. Ee AUS, 
275 2 2 


cos2A + cos?B +2 cos Arcos B cos 0 = 91020. 


১১৪ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


=G B C-A G A 
16. cos & cos P +008 5 соз "5 +соз g cos নু 
=sin A+sin B + sin C. 
17. Ifa+fB+7=42, prove that 
(i) sin?a зіп” +sin?Y +2 sin a sin B sin Y = 1. 
СС. U. 1943 ] 
(1) бап 8 tan У + tan Y tan a+ tan a tan В=1. 


18. If A, B, С, D are the angles of a quadrilateral, prove that 
() tan А + tan B+ tan C + tan D 
cot А + cot B + cot С + cot D 


=tan A tam B tan C tan D. 
(ii) сов À + cos B + cot C+ cos D 
=4 cos $ (A + B) cos $ (B C) cos $ (C +A). 
19. Show that 
(i) cos*(B— v) + cos*(v — a) + cos? (a — В) 
=1+2 cos (8—7) cos (У — a) cos (a — В). 
(ii) sin^a-- sin°8 +2 sin а sin В cos (a + В) = sin°(a + A). 
Gii) cos*0 + cos*(a + 0) – 9 cos a сов 0 cos (а +6) 
is independent of 0. 
20. (i) Ша--0-у, show that 
03° а + cos°8 + cos? = 1 +2 cos a cos В cos У, 


[ C. U. 1940 1 


(ii) Ша%0--)--2л, show that 
cos*a + cos? + cos"? — 9 cos a cos В cos Y=]. 
21. If cos (А + B) sin (C+ D) ০9 (А-В) sin (C — D), 
show that cot A cot B cot C = ০০৮ D. 
22. If A-B- 0» 99, prove that 
(i) sin (9 А) +sin (S— B) ^ sin (S- C) - sin 8 
—4 sin 3 sin Б sin o. 
2 2 2 
(ii) соз?А + cos*B + cos*C +2 сов A сов В сов 0-1 
=4 сов 8 cos (5- A) cos (S — B) cos (S — 0). 


ত্ৰিকোণমিতিক অভেদ ১১৫ 


23. If A+B+C=nz (n being zero ог an integer), show that 
tan A+tan B+tan C=tan A tan B tan C. 
24. Show that,if a - B-- Y 7a, 
tan (972 — a) - tan (7 +a = 8) + tan (a + B = 7) 
—tan (B +7 — a) tan (y +a — В) tan (a +19-7), 
25. If A+B+C=z, prove that 
(i) sin A cos В cos C+ sin В cos C cos А 
+sin C cos A cos B=sin A sin B sin С. 
(ii) cos A sin В sin C+cos B sin С sin A 
+ cos С sin A sin B=1+cos A cos В cos C. 
(iii) sin 5A + sin 5B + sin 50 
x зА 5B 50 
4 сов — cos > а ০০9 9" 
(iv) (tan A+tan B + tan C)(cot А + cot B + cot C) 
=1+sec А sec В вес C. 
26. If соз А + cos B + cos G= 0, show that 
cos ЗА + cos ЗВ + cos 3C = 19 cos A сов В сов C. 
[ Write cos 84=4 cos*A—3 cos A, etc. ] 
27. Ifety+z=4a, prove that | 
cos (z —  — 2) + cos (y _ z — z) + cos (z — 0 = y) 
— 4 cos z cos y сов 2-0, 
28. Show that 
sin (y — z) + sin 2 (০-%) 


- হিরা 
АИ 22 Boke, 
sin > 2 sin 9 sin 9 0. 


29. Ifa+y+z=0, show that 
cot (z +z — y) cot (z + у— г) + cot (z +y- 2) cot (y + z — z) 
+ cot (u +z — 2) cot (z + z — y) = 1. 
30. Ifw+y+z=ayz, prove that 


3r-z^ 9Әу-9% 32—2° 80-28 8у—у° 32-28 
1-372 1-8y? 1-322 1-302 m 372 1-32" 


একাদশ অধ্যায় 


ন্রিকোণসিতিক সমীকরণ এবং 214199 মান 


( Trigonometrical Equations and General Values ) 


1171. পঞ্চম অধ্যায় হইতে ইহা স্পষ্টই প্ৰতীয়মান হইবে যে, কোন 
কোণান্ুপাতের মান দেওয়া থাকিলে সংশ্লিষ্ট কোণের পরিমাপ একটিমাত্র মানে 
সীমাবদ্ধ থাকিবে না) উহার সংখ্যা হইবে অগণিত। যেমন, sin ০- হইলে, 
0-4 একটি মান (418% ধনাত্মক মান) হইবে 30°; এক্ষণে সম্পূরক কোণের 
সাইন অভিন্ন থাকার দরুণ, sin 150°=sin 30°=$; পুনরায় যে সকল কোণ 
এবং 30° বা 1507-44 অন্তর 360"-এর অখণ্ড গুণিতক হইবে, সেই সমস্ত 
কোণের সাইন (বস্তুতঃ, সকল কোণান্পাত ) অভিন্ন হইবে । অতএব, 30°, 
150°, 390°, 510° ইত্যাদি এবং - 330°, — 210° প্রভৃতি প্রত্যেকটি কোণের 


সাইন অভিন্ন এবং %-এর সমান হইবে । 594978104, cos 0-3 মান ds 


„а 
দেওয়া থাকিলে, 0-Я মান +45°, +315°, +405°, = 315°, – 45°, ...... 


ইত্যাদির মধ্যে যে-কোন একটির সমান হইতে পারে । পুনরায়, tan 0= ,/8 
হইলে, 0-4 মান 60°, 240°, 420°, —300° ইত্যাদির মধ্যে যে-কোন 
একটির সমান হইতে পারে | 


112. কোন একটি ৫কাপাল্ুস্পীভ == হুহুলে, 
Сәке Ең সাল্লালল মান Ее ( General Expression of 
all angles, one of whose trigonometrical ratios is zero ) š 


যে সমস্ত কৌণগুলির সাইন শূন্যের সমান হইবে, সংজ্ঞান্লসারে সেই সমস্ত 
কোণগুলির যে-কোন একটি বাহুর উপর অবস্থিত যে-কোন একটি বিন্দু হইতে 
অপর বাহুর উপর অঙ্কিত লক্ষের দৈঘ্য শূন্য হইবে, অর্থাৎ কোণগুলির দুইটি 


বাহু পরম্পর মিলিয়া বাইবে। অতএব, এই সকল কোণগুলি %-এর যুগ্ন বা 
BAH যে-কোন গুণিতক হইতে পারে | 


অতএব, sin 6-0 হইলে, আমর! লিবিতে পারি যে, 6—na, যেখানে 
п, অখণ্ড ধন বা 447541 বা 4094 সমান হইবে | 


ত্ৰিকোণমিতিক সমীকরণ এবং সাধারণ মান ১১৭ 


যে সমস্ত কোণগুলির কোসাইন শূন্যের সমান, সেই সমস্ত কোণগুলির একটি 
বাহুর উপরিস্থিত অপর বাহুর লম্ব-অভিক্ষেপের (40 "ERES সমান হইবে 
অর্থাৎ কোণগুলির দুইটি বাহু পরস্পর “4 হইবে । অতএব, কোণগুলির 


মান 2 «X হইবে, অথবা 2 4197 হইতে তাহাদের অন্তর এক-এর যুগ্ম বা 


ayn গুণিতক হইবে । অর্থাৎ, কোণগুলি 2-4 mum গুণিতক হইবে | 


49415, cos O=0 হইলে, 0=(21+1) $ হইবে, n সর্বদাই শূন্য অথবা 


ধনাত্মক বা খণাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হইবে। 
পুনরায়, 6৪০90 হইলে, উহার লব =sin 0 =0. অতএব, Ө=пл. 


অনুরূপভাবে, cot 9৯0 হইলে, cos 9৯০. সুতরাং, O=(2n+1) =? 


দ্রষ্টব্য созес 0 AI ৪০০ কখনও শূন্য হইতে পারে না, কারণ 
ইহাদের ЭП মান একক অপেক্ষা FRSA হওয়া অসম্ভব | 


113. са সকল c==lcel= সাইন ( ৰা কোলেকাণ্ড ) 
সমান, Stara সাবা আন {ЕЕ ( General expres- 
sions of angles having the same sine or cosecant ) г 

মনে করি, ৫ একটি ধনাত্মক বা খণাত্মক কোণ এবং sin а একটি প্রদত্ত 
রাশি (রাশিটির আন্ধিক মান একক অপেক্ষা বৃহত্তর হইতে পারিবে 41) 1-44 
সমান ৷ ব্যবহারিক সুবিধার জন্য সাধারণতঃ যে ক্ষুদ্রতম কোণের সাইন А-Я 
সমান, তাহাই a হিসাবে ধরা হয়। এখন, মনে করি ০ অপর একটি কোণ, 
যাহার সাইন 7এর সমান। 

অতএব, sin 9 ল ৪1 ৫ বা, sin 6- sin a=0, 

বা, 9 sin ঠ(9-০) cos 2(6 +a)=0. 
সুতরাং, sin 2(0—a)=0 বা, сов $(@+а)=0. 
sin 0-4) = 0 হইলে, 
1 (0—a)==-84 যুগ্ন বা wh ASS *** (1) 
cos $(0 + a) = 0 হইলে, 


+ (0+0)= 24 SAH গুণিতক = (дт + 1) ae (2) 


১১৮ উচ্চ-যাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


(1) হইতে আমরা জানি, 

0—a-92mz ; s. 0—ad9mz - (3) 
(9) হইতে আমরা জানি, 

0+а=(2т+1)л; 2. б=—а+(9%+1)л > (4) 
(з) ও (4) হইতে আমর! এই সিদ্ধান্তে উপনীত হই যে, 

0=(— 1)" ana, 22. -- (5) 


যেখানে £ শুন্য অথবা যুগ্ম বা অধুগ্ম ধনাত্মক বা খণাত্মক যে-কোন অখণ্ড 
সংখ্যার সমান। 

0089৫ 0 = ০০৪০০ а হইলে, sin@=sina; অতএব, যে সমস্ত কোণের 
কোসেকাণ্ট ат কোসেকাণ্টের সমান, সে সমস্ত কোণের সাধারণ মানও 
(5)-এর সাহায্যে নির্ণয় করা বাইবে। 

REIN, যে সমস্ত কোণের পাইন বা কোসেকান্টের মান যথাক্রমে ৫-র 
সাইন বা কোসেকাণ্টের মানের সহিত সমান, সেই সমস্ত কোণের মান 

Inn +a বা, (Qn+1)2-a, 

অথবা, пл+(- 1)'a. 

(n সর্বদাই শূন্য অথবা কোন ধনাত্মক বা খণাত্মক অখণ্ড সংখ্যা |) 

114. CH AFA লৌেলেল কেোসাহুন (= CAFE ) 
সমান, ভাহাদেল MAR সান fact (General expres- 
sion of angles having the same cosine or secant) š 

মনে করি, a ক্ষুদ্রতম ধনাত্মক কোণ যাহার কোসাইন প্রদত্ত রাশি }; ( য|হার 
আফ্কিক মান № 1)-Я সমান; এবং মনে করি ০ এমন একটি কোণ যাহার 
কোসাইন cq সমান | 

অতএব, соз 0 = соза বা, cos ৫- соз ০ = 0. 

বা, 2 sin $ (0 +a) sin $ (0 — a)=0. 
wq], sin}(@+a)=0, বা, sin} (6-а)-0. 
sin $ (0-- a) - 0 হইলে, $ (0 +a)=a- যে-কোন অখণ্ড গুণিতক = na 
С) 
sin $ (0 — a)= 0 হইলে, $ (0 —a)= ক-এর যে-কোন অখণ্ড গুণিতক = na 
::: (2) 


ত্ৰিকোণমিতিক সমীকরণ এবং সাধারণ মান ১১৯ 


(1) হইতে জানা যায় যে, 0+a=9n; _ -. 0=9nm-a -- (3) 

(0) > » s s, б-а=9л;  -. 0=9лл+а --(4) 

অতএব, (3) এবং (4) একত্র করিলে, ৪- na + a >> (5), 

(n একটি ধনাত্মক বা ঝণাত্মক, যুগ্ম বা অযুগ্ম অখণ্ড সংখ্যা বা MI )। 

পূর্ব অনুচ্ছেদের অনুরূপ কারণে ইহা স্পষ্টই প্রতীয়মান হয় যে, যে সমস্ত 
কোণের সেকাণ্ট এঁর সেকাণ্টের সমান, তাহাদের সাধারণ মানও (5)-এর 
সাহায্যে নিৰ্ণীত হইবে 1 

অতএব, যে সমস্ত কোণের কোসাইন বা সেকান্ট যথাক্রমে ০-র কোসাইন 
বা সেকান্টের সমান হইবে, তাহাদের সাধারণ মান 

2nx + a. 

(n একটি ধনাত্মক বা খণাত্মক, যুগ্ম বা অযুগ্য অখণ্ড সংখ্যা, বা 59 1) 

WPT 113 অনুচ্ছেদের ন্যায় এখানেও a ধনাত্মক ক্ষুদ্ৰতম কোণ কল্পনা 
না করিয়া যদি মনে করি ৫ যেকোন কোণ যাহার কোসাইন প্রদত্ত রাশি 1-Я 
সমান, তাহা হইলেও cos 0=cos a সমীকরণে.9-র পূর্বোক্ত সমাধানগুলির 
কোন ব্যতিক্রম হইবে না। 


11:5. ca সক্কল একাল ট্যানজেণ্ড (লা CISTI. 
cares) সমান, Steicres সা্ৰালল আন IRETE ( General 
expression of angles having the same tangent or cotangent ) 2 

মনে করি, a ক্ষুদ্ৰতম ধনাত্মক কোণ যাহার ট্যানজেন্ট প্রদত্ত রাশি £-র 
সমান; এবং 9, যে-কোন কোণ যাহার ট্যানজেণ্ট 2-4 সমান | 
sin 6_ sina 


অতএব, tan 0—tana, বা, 
с050 cosa 


sin 0 cos a —cos 0 sin a 
cos 0 cos a 

<. віһ(0-а)-0. 

অতএব, 0-а=л এর যে-কোন গুণিতক na; 2. 0=nm+a + (1) 


sin (0-а) _ 


বা, 
сов 0 cosa 


EOS 


অপর উৎপাদক _ Ll কখনই শূন্য হইতে পারে না, কারণ, 


cos 0 cosa 
কোসাইনের আঞ্কিক মান কখনও সীমাহীন বৃহৎ রাশি হইতে পারে না। 
পূর্বোক্ত ক্ষেত্রগুলির ন্যায় এক্ষেত্রেও, যে সকল কোণের কোট্যানজেণ্ট 


১২০ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 


а-С (044 কোট্যানজেন্টের সমান, তাহাদের সাধারণ মানও (1)-দ্বার! নিৰ্ণীত 
হইবে। 


অতএব, যে সমস্ত কোণের ট্যানজেন্ট বা কোট্যানজেণ্ট যথাক্রমে -কোণের 

ট্যানজেন্ট বা কোট্যানজেন্টের সমান, তাহাদের সাধারণ মান пла. 

(যে-কোন একটি ধনাত্মক বা খণী আক, যুগ্ম 41544 অখণ্ড সংখ্যা, অথবা “%1) 
11:6. facia ferae (Special Cases) ° 


118 অনুচ্ছেদ হইতে প্রমাণ কর! যার যে, ?% যুগ্ন বা GAM যাহাই হউক 
না কেন, 


sin 6 —1 = віп 2 হইলে, 6-2nz-- = (41+1) 5 
এবং ৪০৪ -1 =sin [ = 2) হইলে, 9=2nz- 5 =(4n - 2 


বা, =(k+3)Z° 
[ (বা :=%- 1) কোন অখণ্ড ধনাত্মক বা খণাত্মক সংখ্যা বা 4% 11 
অনুরূপভাবে, 114 অনুচ্ছেদ হইতে প্রমাণ করা যাইবে যে, 
cos 6=1 হইলে, 6= 2117 
cos 6= = 1 হইলে, 6=(2n+ 1)л. 
Га অথবা যে-কোন অখণ্ড ধনাত্মক বা খণাত্মক সংখ্যা |] 
উপরোক্ত কয়েকটি বিশেষ ক্ষেত্রে 0-43 এই সকল মানই সর্বদা ব্যবহৃত হয়। 
117. Seti Sas SİZA] (Geometrical Treatment) 3 
0) নিৰ্দিষ্ট সাইন (41 কোসেকাণ্ট) বিশিষ্ট কোণ অঙ্কন এবং 
এই সকল কোণের সাধারণ মান নিৰ্ণয় ? 


মনে করি যে এমন একটি কোণ আকিতে হইবে যাহার 9106 প্রদত্ত রাশি 
“а-Я সমান। 


XOX’, YOY’ যে-কোন দুইটি লঙ্গরেখাকে অঙ্গরেথারলপে গ্রহণ করিয়া 
O-CF& এবং একক দৈর্ঘ্য ব্যাসার্ধ লইয়া একটি বৃত্ত অঙ্কিত করা হইল | 
OY হইতে ON রেখা '৮-এর সমান করিয়া কাটিয়া লওয়া হইল। 

[' খণসংখ্য। হইলে OY’ হইতে কাটিতে হইবে ]| N বিন্দুর মধ্য দিয়া 
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PNQ রেখা KOXA সহিত সমান্তরাল করিয়া টান! হইলে, উহা পরিধিকে 
P এবং 0-তে ছেদ করিল | 
এক্ষণে ZPOX=a কল্পনা করিলে, а একটি উদ্দিষ্ট কোণ হইবে 1 কারণ, 


sin а= sin orn- -= a = a. 


চিত্র হইতে দেখা যায় যে, অপর কোণ, যাহার সাইন ‘a’- সমান, তাহার 
মান (%- ৫)-র সমান হইবে 
[অথবা a = ON খণরাশি হইলে, 
অপর কোণের কোণের মাল 
(3л-а)-Ч সমান হইবে এবং 
ইহার বিকোণমিতিক মান 
(л—а)-Ч সমান 11 

সুতরাং, ‘চো-এর মান (< 1) 
ও চিহ্ন নির্দিষ্ট হইলে, YOY'-«« 
উপর ম-এর অবস্থানও নিৰ্দিষ্ট 
হইবে। অতএব, একটি পূর্ণ 
আবর্তনের মধ্যে (অর্থাৎ 0 এবং 
9%-এর মধ্যে ) কেবলমাত্র দুইটি 
কোণ, a এবং (а-а) সাইন নির্দিষ্ট রাশির সমান হইবে |» 

এক্ষণে, 93%-এর কোনও গুণিতক যোগ বা বিয়োগ করিলে যে-কোন কোণের 
কোণান্গপাতগুলি অপরিবর্তিত tice) [ অনু, 5101 

সুতরাং, যে সমস্ত কোণের ০-কোণের সাইনের সমান, তাহারা 
Imata অথবা! 2тл+л-а (m শূন্য বা যে-কোন ধনাত্মক বা খণাত্মক 
অখণ্ড সংখ্য! )--এই দুইটি শ্রেণীর অন্তর্ভুক্ত হইবে । উভয় শ্রেণীর কোণগুলিকে 
সংক্ষেপে nat (-1)a, এই স্থত্রের অন্তর্ভুক্ত কর! যাইতে পারে; (এখানে 
n শুন্য অথবা! যে-কোন ধনাত্মক বা খণাত্মক, যুগ্ম বা ®пүл অথণ্ড সংখ্যা ) | 


Gi) নির্দিষ্ট কোসাইন (বা সেকাণ্ট )-বিশিষ্ট কোণসমূহ? 
মনে করি, প্রদত্ত কোসাইন ‘৫'-এর সমান। পূর্বের ন্যায় OX হইতে 


* সমপ্রাপ্তিক (coterminal) না হইলে, একই সাইন- বিশিষ্ট দুইটি পৃথক en একই পাঁদে 
অবস্থিত হইতে পারে না, কারণ সেক্ষেত্রে সংশিষ্ট ত্রিভুজ দুইটি ябля হইবে। 


১২২ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 


азая সমান করিয়া ON কাটিরা লওয়া হইল ("а খণসংখ্যা হইলে পূর্বের 
হ্যায় ОХ” হইতে কাটিতে হইবে ) | 
PNQ সরলরেখা YOY-«44 
সমান্তরাল করিয়া টানা হইল; 
821 0-কেন্দ্র এবং একক ব্যাসাৰ্ধ 
বিশিষ্ট বৃত্তের পরিধিকে P এবং 
0-তে ছেদ করিল। 

মনে করি, Z POX =a; তাহ! 
হইলে а একটি উদ্দিষ্ট কোণ হইবে | 
আবার চিত্র হইতে লক্ষ্য করা যায় 
যে, প্রথম চারিটি পাদের অন্তৰ্ভূক্ত 
কেবল মাত্র দুইটি কোণ а,9л-а 


আছে, যাহাদের কোসাইন ‘'-এর সমান | 

ইহাদের সহিত 2*-এর অখণ্ড গুণিতক যোগ বা বিয়োগ করিলে দেখা যায় 
যে, যে সমস্ত কোণের কোসাইন ০-কোণের কোসাইনের সমান, তাহাদের মান 
2751৫ এবং Imat 2 _৫এই ছুই শ্রেণীর অন্তর্ভুক্ত । পুনরায়, উভয় 
শ্রেণীই 9nz+a (п Ag অথবা যে-কোন ধনাত্মক বা খণাত্মক অখণ্ড সংখ্যা) 
--এই স্ত্র-দ্বার! নির্ণীত হইবে | 

(ii) নির্দিষ্ট ট্যানজেণ্ট 41 কোট্যানজেপ্ট বিশিষ্ট কোণসমূহ £ 

মনে করি, নিদিষ্ট ট্যানজেন্টের 
মান а. OX বা OX’ হইতে 
একক UMORE ON কাটিয়া 
ASH হইল। ০ম-এর সহিত 
ARCA NP হইতে ‘gag সমান 
করিয়া NP কাটিয়া লওয়া হইল। 
16’ ধনরাশি হইলে ON এবং NP 
উভয়েই ধনাত্মক বা ৰণাত্মক রাশি 
হইবে; AWA, / ХОР প্রথম 
অথবা তৃতীয় পাদে অবস্থিত 
হইবে) কিন্ত ‘a ঝণরাশি হইলে 
ZXOP দ্বিতীয় অথবা চতুর্থ পাদে অবস্থিত হইবে | 
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স্থতরাং, চিত্র হইতে ইহা সহজেই বুঝা বায় যে, 0 এবং 9%-এর মধ্যে 
নির্দিষ্ট কেবলমাত্র দুইটি কোণই বিদ্যমান ৷* 
চিত্র হইতে ইহা স্পষ্টই বুঝা যায় যে, দুইটি কোণের মধ্যে একটি a হইলে, 
অপরটি নিশ্চয়ই ata হইবে | 9 এর যে-কোন গুণিতক যোগ বা বিয়োগ 
করিলে দেখা যায় যে, যে সমস্ত কোণের ট্যানজেন্ট «-কোণের ট্যানজেণ্টের 
সমান, সে সমস্ত কোণ mata এবং Imat lata) eÈ দুইটি 5044 
সাহায্যে নিৰ্ণীত হইবে । উভয় শ্রেণীকেই nta — স্থত্ৰের অন্তর্ভুক্ত 
করা যায়, এখানে n শূন্য অথবা যে-কোন ধনাত্মক বা খণাত্মক, {1 বা Wu 
অখণ্ড সংখ্যা | 
11:8. Ex. 1. Solve 9 (60529 — sin*0)=1. 
প্রদত্ত সমীকরণ হইতে আমর! লিখিতে পারি 
2 cos 20=1; 2. cos 90—1- cos Fn. 
8 96 = 2773 3a; 2. 6 = 7728 фл. 
qg: zzi লক্ষণীয় বিষয় যে, একটি ত্ৰিকোণমিতিক সমীকরণ বিভিন্ন 
নিয়মে সমাধান করা যায়; এবং সমাধানের আকৃতি ভিন্ন হইলেও ইহা হইতে 
একই শ্রেণীর কোণই পাওয়া যাইবে। eA উপরোক্ত উদাহরণটি একটি 
ভিন্ন নিয়মে করা হইল : 
প্রদত্ত সমীকরণটি নিয়লিখিত-রূপেও লেখা যায়ঃ 
9(cos?0— 1--cos?0)— 1, বা 4 ০০৪০৯) 
A38 ӧл 
9 


л ` 
০০৪০= + А = совт › বা cos 
б 6” 


t 


0-2тая% 4. বা Эт 92, 


5л п л 
এক্ষণে, 9тл% (UE (2m + 1) я- ©? বা, (9m-— 1)л+ 53 


% অখণ্ড ধনরাশি হইলে, উপরোক্ত চারিটি শ্রেণীকেই (пл + 1а) 3088 
অন্তৰ্ভুক্ত করা যার, এবং শেষোক্ত কুত্রটি পূর্বেই নিৰ্ণীত হইর়াছে। 


দক ON অনুপাতটি নিদিষ্ট এবং ইহাদের অন্তর্ভুক্ত কোণ PNO সমকোণ বলিয়া, 
PNO (нез সৰ্বদাই নিজের সহিত সদৃশ হইবে; অতএব একই পাদে অবস্থিত PON সকল 
ক্ষেত্ৰেই নিৰ্দিষ্ট থাকিবে। 


১২৪ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


Ex.2. Solve 4 соз? + 6 sin?z— 5. 
এই সমীকরণটিকে আমরা লিখিতে পারি 
4 созт +6 зіп = 5(cos?z + sin2z), 


বা, 81030 созк, বা, tan2z=1; 


tan а= +] = 08৪ { = iy 


সুতরাং, т=лл+ T 


GRAF а cos z+bsm =c এই ধরণের সমীকরণের সমাধান 
উপরোক্ত নিয়মে অথবা সাইনকে কোনাইনে বা কোসাইনকে সাইনে রূপান্তরিত 
করিয়! সমাধান করা যায়। 


Ех. 3, Solve 2 sin?x+sin? 2৮ 9. [ C. U. 1940] 
প্রদত্ত সমীকরণটিকে আমরা! লিখিতে পারি যে, 
9 (1 91092) _ зіп 20 = 0 বা, 9 cos?z—4 sins cos°z=0 
বা, 2 cose (1-2 віп?а)-0 বা, cos?z cos 92-0; 
TH, ০০৪ z=0 বা, cos 2z= 0. 
৫০৪০. সমীকরণ হইতে, шт=пл+їл 


сов Qa=0, » ” , Әт-9па3ӛ3ӛл, 2. т-та + la, 


Ех. 4. Solve cos 0 — sin 0 = Ju 


প্রদত্ত সমীকরণটির উভয় পক্ষকে 1212 অর্থাৎ JU দ্বারা ভাগ করিলে 
দেখা যায়, 


Ш 
Ja sos 0—7. in 0 = 1, 


2 
বা, 5080-6084 -sin 0.sin = = I 
বা, espe ই ]= ы, 
Pt Thai ср ৪ =9па + gm Dna = 15. 
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দ্রষ্টব্যঃ বহিরাগত সমাধান (Extraneous solution)? 944 
উদাহরণে দেখানো হইয়াছে যে, একটি সমীকরণ বিভিন্ন নিয়মে সমাধান 
করা যায়; কোন কোন ক্ষেত্রে সমাধানগুলি আপাতদৃষ্টিতে বিভিন্ন হইলেও 
তাহারা মূলতঃ ভিন্ন হইবে 411 কিন্তু ত্রুটিপূর্ণ পদ্ধতিতে সমাধান করিলে 
সঠিক সমাধান ছাড়াও হয়ত কোন কোন ক্ষেত্রে এমন কতকগুলি সমাধান 
পাওয়া যায়, যাহা প্রদত্ত সমীকরণের বীজ নয় । ইহাদের বলা হয় বহিরাগত 
সমাধান (Ехігалеовв solution) | উদাহরণ 4-4 প্রদত্ত সমীকরণটি এইরূপ 
একটি সমীকরণ; ইহাদের সাধারণ রূপ, а cos 0+bsin0=c. উপরোক্ত 
সমীকরণটিকে আমরা নিম্নোক্ত পদ্ধতিতে সমাধান করি; - 


এখানে, сов ৪--]ন= sin в. উভয় পক্ষের বর্গ লইলে, 


сов70- ,/2 cos 0 + = sin20 —1 — сов?0. 
9 cos?0 — ,/2 cos 0 — 3 = 0. 


МЗ J0+4.94 lt JB_ ж Та 
cos 0— টাট ca ০০৪79 লা ০০৪৪৪ 


= 


0= л = বা mrt 


1 їл. 
12^ 12 


কিন্তু, eme লমীকরণে oq পরিবর্তে ma- 5 বা Фа 15 বসাইলে 


দেখা যায়, ইহারা সমীকরণের সমাধান নয়। অতএব, উপরের নিয়মে ত্রুটি 
আছে; এই ale হুইল সমীকরণটিকে বর্গ কর!। কারণ, বর্গ করিলে 


1 n 
cos š om — sin 0, অর্থাৎ, cos ০+ sin 9--% * এই সমীকরণটিও 


উহার অন্তর্ভুক্ত হইবে এবং এই সমীকরণটির সমাধানই Onn то এবং 


ona Tai উপরোক্ত রূপের সমীকরণগুলির পরবর্তী উদাহরণে প্রদত্ত 


নিয়মান্সারে সমাধান করাই প্রকৃষ্ট পন্থা | 


সুতরাং, কোন সমীকরণের সমাধান fd করিয়া তাহা সঠিক হইয়াছে 
কিনা পরীক্ষা করিয়া লওয়াই শ্ৰেয়; কারণ, তাহা করিলেই বহিরাগত 
সমাধানগুলি আবিষ্কার করা সম্ভব। 


১২৬ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


Ех. 5. Solve a cos 6 + 8 5৮৮৪-০ (с > „/а®+Ь*° ). 
মনে করি, a=r cos a, b= sina; (7-<% ধনাত্মক কল্পনা করিয়া ач 
ক্ষুদ্ৰতম মান গ্রহণ করিতে হইবে ) | 


অতএব, r= „Јаз +0; sina 


b a: Ne 
Ма? +8 ০০৯০ Jat ъз 
এবং ৮-এর চিহ্ন-দ্বারা জানা যাইবে, a কোন্‌ পাদে অবস্থিত। 
সুতরাং, а এবং b দেওয়া থাকিলে > এবং এ-র নির্দিষ্ট মান পাওয়া যাইবে | 
অতঃপর, সমীকরণটিকে লেখা যায়, r соз (0 — a)= c 

c — 
Ala? +b? 

В ক্ষুদ্রতম ধনাত্মক কোণ যাহার কোসাইন বি ; অতএব, ৫,৮ ও ০ 
জানা থাকিলে ৪-ও নির্দিষ্টরূপে জানা যাইবে ৷ 

অতএব, 0—a-2nz + В. 2. О=а+9ил + В. 


বা, сов (-«)- == = cos В. 


Ех. 6. Solve 4 cos +5 sin m= 5, given tan 51° 21 =š. 
প্রদত্ত সমীকরণের উভয় পক্ষকে ২/4+৮৩- JAI দ্বারা ভাগ করিলে 
দেখা যায়, 


Ju cos ot sin sore o (1) 
যেহেতু, tan 51° 21’=4, 
sin 61° 21’ = m dos 61° 917 = vu 
rests, (1)-( আমরা বলিতে পারি যে, 
cos 51° 91” cos z + sin 51° 91” sin z=sin 51° 91” 
Th cos (৮- 51° 21) = sin 51° 91” = cos 38° 39". 
^ ®—51° 21 =9na + 38° 39", 
us P= One + 90°, 4), Onn + 19° 49). 
Ех. 7. (i) Solve 9 sin t+ sin? 95 = 9 for -n<a<n, 
উদাহরণ ৪ হইতে আমরা জানি প্রদত্ত সমীকরণটির সমাধান 


2=пл++д = (1 
বা, ০৯7 বুক, 27% ТІ 


ত্ৰিকোণমিতিক সমীকরণ এবং সাধারণ মান ১২৭ 


সমাধান (1)-4 n=0, —1 বসাইলে, z= z এবং —4л, ইহারা উভয়েই 
প্রদত্ত মান - = এবং *-এর মধ্যে অবস্থান করিবে | 
সমাধান (2)-4 %= 0, 1,— 1 বসাইলে, আমরা — л ও =-এর মধ্যে অবস্থিত 


নিম্নলিখিত সমাধানগুলি পাই : 
ш- + фл, ia, — in. 
অতএব, নির্ণেয় সমাধান ঃ 2= + দু + Z,a, 


(ii) Solve cos 0+ V8 sin 0=2, 
for —9a < 0< 9a and 3z < 0< õn. 


উভয় পক্ষকে Ji +3= = দ্বারা ভাগ করিলে, আমরা নিম্নলিখিত 


সমীকরণটি পাই : 


1 3৩951 
g 080%- sin 0 টা 1, 


বা, сов 0.cos їл + віп 0.sin ja—1, বা, сов(0-3л)-1-сов 0°. 
0-іл- Inn, বা, 0-9пл + л. 

এখন, %=0,- 1 বসাইলে, ০-$%, – 3л, এবং ইহারা, (— 2%, 2л)-“4 
মধ্যে অবস্থান FTA | 

আবার, n=1, 2 বসাইলে, 0-2л, 28а, এবং ইহারা (Әл, 5%)-এর মধ্যে 
অবস্থান FCA | 

Ех. 8. Solve tan ат = соі bz. 

এখানে, tan ав = cot bz = tan (3a — bz). 

ROMs, az—nztian-bx. 2. = ` 


Ex. 9. Jf ৪6০ ৫৮০৭ 960 82 = 0, show that the values of z form 
two series in A. P. 


প্রদত্ত সমীকরণ হইতে আমরা ДІ পারি, 
1 
—— 32 
соз ат сов == 


বা, 2 сов (0+5) cos 5(a — b) e — 0. 
সুতরাং, ০০৪ $(৫+2)%=0 অথবা, cos $(৫-৮)-০ 


Hatt) s - Ps, অথবা, Fa- টার, 


=0 বা, соват>--сов bz=0 


১২৮ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


(9у-1)л 
ЕЕ অথবা, 


কোন ধনাত্মক বা খণাত্মক অখণ্ড সংখ্যা । 
এক্ষণে, 2-এর এই ছুই শ্রেণীর মান = ভি গঠন করিল এবং 


সমান্তরশ্রেণীঘয়ের সাধারণ অন্তর যথাক্রমে 2 GENES. = 


Ех. 10. Jf sin (л cos 0) = соз (x sin 0), prove that 


- intl, 
+ cos (০ + =) - aa ^ being zero or any integer. 


2025 1) м, 


অর্থাৎ, = = 


যেখানে т 8%, বা A- 


যেহেতু, sin (л cos 0) = соз (л sin 0). 
cos (3a — z cos 0)= соз (л sin 0). 
7 sin 0—2na- (Fx — z сов 6) 


বা, sin 0- cos ৪= nl 


12/4; 1 4n+1 
ja Sin 0+ 1/8 6080 9/9 


л л 4n+ 1 
বা, sin 5 sin 0 + cos = 4 ০০৪ Б হা 


тп) 4ntl 
বা, + сов (os ==) - DNE 


Examples XI 

Solve the following equations (Ex. 7 to 23) :— 
1. соёт ০০৪০০%০ = 3. 

2. (i) 2 соѕ20--4 91056 = 3. 

(ü) tan20=3 совес 0—1 [ C. U. 1939 1 

3. tan z—cot 2 = ০০৪০০ m. е 
`4. cot z— cot 27 — 9, 

5. 2 sin 0 tan 0-- 1—tan 0 + sin б, 

6. sin 50 -+ sin 0 —sin 89. 

7. sin m6 + sin n0 = 0). 

8. cos æ+ cos 32 + cos бд + cos 7z= 0, 


чан 


24. 


ত্ৰিকোণমিতিক সমীকরণ এবং সাধারণ মান ১২৯ 


0009 cos z+ sin z. ^ 


sin 27205 w= 4/9, for = < z < a. 

sin 92 tan 2+ 1—sin 22 + tan т. 

cot z— tan z =9. ` [ €. U: 1934, °37 
sin z + /3 cos z— „/9, [ C. U. 1938, '47 ] 
2 sin z sin 39z=1. g 

sin 0 + 9 cos 0 = 1. [ С. 77. 1933] 
tan % + tan 2z-+ tan 3z = tan v tan 2z tan Әт. 

tan (фл +0) tan (zz — 0) = 4. [ C. 17. 1949 
tan 2 + tan 90 - tan т tan 90 1, [ C. U. 1941, '45] 
cos 0 + 4/3 sin 6- ,/2. ГО, U. 1944 ] 
A8 cos z+ sin 2-1, for — 9л < z < 9л. 

cos 9z = cos z sin 2. 

2 cot 0 + sin ঢে = 2 ০০৪০০ z. 

cos 2 + sin 0 = cos 9% + sin 95, [ С. Т). 1943 ] 


Solve 2 sin?z--sin 2=3; and find all the angles between 


0° and 1000° which satisfy it. 


25. Find the solution of the equations (general solution is not 
required) 
tan æ+ tan y=2 
9 cos z cos /-1, 
26. If tan ах —tan bz = 0, show that the values of z form 
8 series in A.P. 
27. Solve 
(i) cos 3% + cos 9x + cos z — 0. ГС. U. 1941, '46 ] 
(ii) сов 92 соз 7z = cos 50 cos 3z, = 1n < z < іл. 
(iii) tan 2 + tan 90 + tan 32 = 0, [ A. T. 1941] 
(іу) cos z—sin z= ০০৪ a+ Sin a. ІВ. H. U. 1988 ] 


28. 


৯ 


3 h 
(у) cos°z— cos z sin z — 910.52 = 1, 
(vi) cos 6x + cos 42 = 518.32 + sin т. 


(vii) sina + £08 a 
sin 2z cos 22 


Solve 5 сов 0 + 9 sin 0 =, given tan 68° 19/ = 91. 


= 9, 


১৩০ উচ্চমাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 


29. Find those pairs of solutions of the following equations 
which correspond to positive solutions less than 2z of each indi- 
vidual equation :— 


(i) sin (a — 8) 20 ; sin (a + B) - 1. 
Gi) sin (a — В) = cos (a + B) ^ 5. 
30. Ifsin A=sin B, cos À = eos В, prove that either А and В 


are equal or they differ by some multiple of four right angles. 
LO. U. 1935] 


91. Show that the three equations 
31020 = sin?a, cos?0 = cos?a, tan?0 = tan?a 
are all identical and the solution is always nz + a. 


32. Show that the same two series of angles are given by the 
equations 


2%%-та(-1)5 and o- Z = 2а + E 
ANSWERS 

77 2.) গল হু (ii) тт т. 

3. ит 59 (272+ 1)7. 4. ৮ vy 

5. WIS or, n+ (— 1)" ` 6. a, or, mtg 

d দি 8. (2n--1) A > ог, (2n+1) ДУ ог, (+1) 6 Š 

9. nr- лы ог, ৮1575 where sin a= 5-3. 10. ir. 

11. WERT. 12. (4n+ 1) 13. ঢ় or, 2m UE 

пера л), Or, пт m° 15. 2пт+ m з or, 2nr—f where В is 
а positive acute angle whose sine is 2, 16. inz. 17. vri. 


18. (n+, ' [nz£3m4-92.] 


20. -іт,-іт, dx, За. 
23. mr, pie 


19. 2nz-+sm, or, 2104" тт. 


21. Era), where tan a=2, 22. 9mm. 

24. 90°, 450°, 810°, 25. iz, т. 

27. (i) šnz+ 3 ; 9пт+т. (ii) o, +7 Wu т, 225 
4 


ত্ৰিকোণমিতিক সমীকরণ এবং সাধারণ মান ১৩১ 


(ш) 46; na + tan (5) она, +a. 
(у) 2nz, or, 2nz— iz. (vi) (Qn+1)2> unn. 758 
2’ 14 6 
(vii) nat Gi (n+ 6 28. nz--(—1) 21° 48'—68? 191. 


29. (i) «=В=4т; ог, а-іл, B= —4т. 
(ii) а-4т,В8--тт; от, а=1їл,В=йт 
or, а= (m В= уут; Ог, ат, B=- $r. 


দ্বাদশ অধ্যায় 


বিপরীত-বৃতীয় অপেক্ষক 


(Inverse Cireular Functions ) 


121. зво-е সমীকরণটির তাৎপর্য এই যে, 9 এমন একটি কোণ, 
যাহার সাইন сең সমান। অনেক ক্ষেত্রে ইহা বিপরীতভাবে অর্থাৎ 
8—sin tz এইরূপে প্রকাশ করা হ্য়। সুতরাং, sin te প্রতীকের তাৎপর্য 
এই যে, ইহা. এমন একটি কোণ যাহার সাইন 2-44 সমান । অতএব) sin le 
একটি কোণ এবং sin 0 একটি সংখ্যা। ৪910 0=% এবং o=sin te এই 
দুইটি অভিন্ন ; একটি! দেওয়| থাকিলে তাহা হইতে অপরটি অনায়াসেই লেখা 
যায়। sin te প্রতীকটি সাধারণতঃ sine-inverse z _-এইভাবে পঠিত হয়। 


দ্ৰষ্টব্য 8 (815-:৫)-কে (sin z)-* অর্থাৎ ше সহিত যেন তুল করা 
না হয়-- প্রথমটি একটি কোণ এবং দ্বিতীয়টি একটি সংখ্যা | 

12:2. একাদশ অধ্যায় হইতে আমরা জানি যে, কোন একটি কোণ 0-4 
সাইন যদি &-এর সমান হয়, তাহা হইলে пл +(—1)"0 _-এই শ্রেণীর অন্তর্গত 
সকল কোণের সাইন-ই ৮-এর সমান হইবে | অতএব, sin 12-44 অসংখ্য মান 
হইতে পারে এবং সেইজন্য sin tece একটি বহুমান-বিশিষ্ট অপেক্গক 
(Multiple-valued Function) বলে | 

সুতরাং, 87৮1স-এর সাধারণ মান — nz -- ( 7 1)" sin *x, (শেষোক্ত 
sin ^» যে-কোন একটি কোণ যাহার sine 2-44 সমান ) | 

549491515, ০০৪-:%-এর সাধারণ মান = 2na = сов 10, 

এবং tan 32-44 সাধারণ মান = na + tan "a. 

0-3 ক্ষুদ্রতম আঙ্কিক মান (ধনাত্মক বা খণাত্মক )-কে sin 10-1 মুখ্য 
মান (principal value) বলা হয়; যথা, ৪০-:%-এর মুখ্য মান 80°, 
ইত্যাদি। কোন কোণান্গপাতের সংশ্লিষ্ট যদি দুইটি কোণ থাকে, যাহাদের 


আদ্কিক মান অভিন্ন, কিন্তু চিহ্ন ভিন্ন, তাহা হইলে ধনাত্মক কোণকেই মুখ্য মান 
হিসাবে গণ্য করা হয়; যেমন сов 33-64 মুখ্য মান 60°, -- 60" নয় ; যদিও 
cos (= 60°) ও 4-4 সমান | 


সমস্ত সংখ্যাবাচক উদ্বাহরণে সাধারণতঃ মুখ্য মানই গণ্য করা হয়। 


বিপরীত-কৃতীর অপেক্ষক ১৩৩ 


cos le, tan іт, cosec іш, вес т, cot lm প্রভৃতি রাশিগুলিও 
sinte অনুরূপ । এই সমস্ত বাশিমালাকে বলা হয় বিপরীত quem 
অপেক্ষক। 

12:3. sin 0=z হইলে, 0=sin ts, অর্থাৎ = віп "sin Ө. 

অনুরূপভাবে, Ө = cos сов 6 = ап" tan Ө; ইত্যাদি | 

পুনরায়, 0—sin iz হইলে, sin =a, অৰ্থাৎ sin sin-1x=x. 

অনুরূপভাবে, cos сов *x=x; tantan 'х=х; ইত্যাদি | 

আরও আমরা প্রমাণ করিতে পারি যে, 


৮ 


Е Heiss = mi ber = 
টি: 1 
х х х 
মনে করি, совес a = 0, তাহা হইলে, ০০৪০০ 0 = z. 
е 1 2 হা] 
sin @= г. সুতরাং, 0=sin 2 


E নৰু 
০০৪০০ ^r —sin + =- * 
т 


এইভাবেই প্রমাণ করা যায় যে, cosee "t 1 = sin іт, 


অপর দুইটি অভেদও অনুরূপভাবে প্রমাণ কর! যায়। 

124. সমগ্র কোণান্ুপাতগুলিকে যেমন যে-কোন একটি কোণানুপাতের 
সাহায্যে প্রকাশ করা যায়, অনুরূপভাবে সমগ্র বিপরীত-বৃভীয় অপেক্ষক- 
গুলিকেও যে-কোন একটি বিপরীত-বৃত্তীয় অপেক্ষকের সাহায্যে প্রকাশ 
করা যায়। 

যথা মনে করি ৪8০-+9. .. sin 0=mz. 

їз, 


— x 
= কা = ৮০০৯ = 
cos 0— ,/1-а%; tan 0 ла cot 0 =: 


1 5 % 1 
sec 0 = ছি 3 এবং соѕес 0— m 
1 


0—sin 'z—cos * /1—z?=tan *—- 


এ 
qs 
1 СМї=@* 
© 


1 1 


= 36০ 


cot” 1. 
Ф 


JA = cosec ` 
12°5. To prove that 


e L. = 
(i) sin !x--eos ‘x= 2 


১৩৪ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 
(ii) tan" !'x-- eot 'x— = 
(iii) совес 1х--вес ‘x= ae 
G) মনে করি, sin іс-0; তাহা হইলে sin Ө=т. 
এক্ষণে, sin 0= соз (42-6). 
cos (3n — 0) =a, 7. cos "m—ia- 0. 
সুতরাং, sin ‘2+ сов 12-0 5%л-0-іл. 
(ii) মনে করি, tan 2-0; তাহা হইলে, tan б=т. 
এক্ষণে, tan 0= cot (42 - 0). 
cot (1—0) =2. 2. cot^?z-1a-0. 
68004606470 +42-0=42. 
(iii) মনে করি, совес lz= 0. 
এখন, ০০৪০০ 0 = sec (%л— 0). 


০০৪০০ 0 = v. 


sec (4n—-0) = z. 2. вөсіс-іл-0. 
অতএব, совес te + зес *2—0--3a—0- ia. 


12°6. То prove that 


К 3 = Ку 
(i) tan^'x--tan у= ап”! ey 


(ü) tan-*x -tan-!y- tan! ХУ. ° 


মনে করি, tan te=a এবং tan" y=. 


tan a=a, tan B — y. 


এখন; tan (a+p)=tanattanB Фу, 
1—{ап atan В l-ay 
at+p=tan-? LEY, 
1-ту 
অৰ্থাৎ, tante + tan “y= tan LEV. 
1-ту 


বিপরীত-বৃতীর অপেক্ষক ১৩৫ 


tana—tan В _т—у, 


SPIELE Gd —l+tanatan 8 1+ay 


= = - 2749, 
a—f=tan দা 


2—7 


-iy — tan у= ডা লাৰি A 
tan "= — Бап у=%ап ДЕР 


দ্ৰে্ঠব্য ঃ অনুরূপভাবে প্রমাণ করা যায় যে, 
cot 52 + cot ty = cott SEX 


12°7. To prove that 

tan^!x-Ftan 'y-tan 17 ={ап i Xtytz-xyz 
1-yz-zx-xy 

মনে করি, tan !z—a; tan !y-p; tan *z—Y. 

অতএব, dana-z; tanf-y; tany=z. 


_ tan a +tan f tan 7 — tan а tan f tan У 
৮7৬ (e B?) ] tan В tan y — tan У tan a — tan a tan В 


= 21117127012. 
1 —+z— zz — ay 


-1 2+у+2— 002, 
азу ai 


সুতরাং, а+б+Уу=ш i770 ay 


= ті dei m -. У, 
tan tatan tg tan "z=tan 7775-26-29 


দ্রষ্টব্য £ 196 অঙচ্ছেতের স্তর ক্রমান্বয়ে দুইবার প্রয়োগ করিলেও উপরোক্ত 
বিষয়টি প্রমাণিত zz] কারণ, 
বাম পক্ষ = (tan 20 + tan ty) + tan "tz 


+%ап 22. 


` + 
= tan" тту 
о 


=й 
পুনরায় 559: 19'6-এর “а প্রয়োগ করিলেই উপরের বিষয়টি প্রমাণিত 
হইবে | 
12:8. বস্তুতঃ, সাধারণ অপেক্ষক-সম্ঘলিত স্থত্ৰগুলি প্রয়োগ করিরা 
বিপরীত-বৃভীয় অপেক্ষক-সম্বলিত অনুরূপ বহু স্থত্রই নিৰ্ণয় করা যার। নিয়ে 
কয়েকটি উদাহরণ দেওয়া হইল | 


১৩৬ উচ্চমাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 


Ех. 1. Show that 
(i) sintet sin ^ y sin Ча J1-y5x y Ла. 
(ii) 6০332 cos у= cos tieu F J(1-22Y(1— y2)- 
মনে করি, sinc—a. 2. sina-z এবং cos a= J1-z?, 
এবং, ৪1০৯6. 2. sin B=y এবং cos B= ,/1-у%. 
এখন, sin (a + В) = sin а сов B= cos а sin В 
= 1—27 i-a. 
a+ В = віп "fe /1—у%+у A1- a]. 
কিন্তু, axf-—sin etsin ty; স্থতরাং, নির্ণের অভেদটি প্রমাণিত 
হইল। 
(i) এই অভেদগুলিও অনুরূপভাবে cos (a+ p) হইতে প্রমাণ কর! WBC 1 
Ех. 2. Show that 
(i) 2 sine = sin^* (9,1-2). 
(ii) 9 соз 5>- соѕ > (92° — 1). 


liii) 9 tane =іат 1 ae: 
(i) মনে করি, ৪106... 2. sina=a. 
এখন, sin 9a =2 sin а соза=9 V1- z. 
9a —sin^* (дж 1-2). 
2 sin 1 = sin (9% ,/1- 3). 
(ii) এবং (1). এই অভেদগুলিও অনুরূপভাবে cos 2a ও бап 9a-q WW 
হইতে প্রমাণ করা যাইবে । [ w: 81 RÈT) 1] 
RI: উপরোক্ত অভেদ তিনটি যথাক্রমে sin le + sin ty, cos le 


+cos ty ও tantet tan ty- মানগুলিতে у- স্থানে বসাইলেও 
পাওয়া যাইবে | 


Ex. 8. Show that 


cos a= J1-a?. 


(i) 8 sin te = sint (8z — 4x2). 


(ii) 3 cos z= cos? (425 = 32). 


৷ = -3 80-০৪ 
(tii) 3 tan ^ z— tan * toa 


বিপরীত-ৰৃত্তীয় অপেক্ষক 25 


G) মনে করি, біп “2-0. 2. sin 0=2. 
এখন, sin 30-3 sin 0—4 ৪1০90 =32— 41°. 
30 =sin > (32 425), 

অৰ্থাৎ, 8 sin tw=sin * (3s - 42°). 

(ii) এবং (іі). сов 0-4 সাহায্যে প্রকাশিত cos 30-3 মান এবং tan 0-4 
সাহায্যে প্রকাশিত tan 30-4 মান-সম্বলিত স্থত্ৰদয়ের সাহাব্যে এই ছুইটি 
arene প্রমাণ করা যায়| [ অন্নঃ 8'9 দ্ৰষ্টব্য ] 

দ্রষ্টব্য £ 197 অনুচ্ছেদের 504 ০০৪ বসাইলে ()-এর অভেদটি 
পাওয়া যায় | 

Ех. 4. Show that 


= Eq aX: -41-х? AES 2x 
1х = 1 = 1 = 1 . 
2tan 'x-sin s =a 0058 уха tan * 7-32 
মনেক রি, tan 22 = 0. 2. San 0=a. 

= 2 tan 0 дт ১. 
যহে in 909 — 7 327 1.8 $5: 6 
যেহেতু, sin 99 Irano lee [ অনুঃ 8:8 দ্রষ্টব্য ] 

і _ 2% 


টা 7 
99 অর্থাৎ 9 tan "m= іп [+o 
= l-ian?0 1-2? 

নরায়, (4% 90 = = 

পুনরায়, যেহেতু соз 2 ] + 2050 _ 140 


2 tan 0 90 
] 08089 1-2 


অতএব, এই ছুইটির সাহায্যে অপর দুইটি বিষয়ও প্রমাণিত হয়। 
Ex.5. Show that 


এবং tam 20 = 


| tan iy + tant PE + tan aa 

| এখন, tan" 1} —tan la-tan tb [অন্তঃ 1916 (ü) 89471 
ian * IE —tan ^b—tan "c 
tan * d =tan *c—tan "а. 


উপরোক্ত অভেগুলি যোগ করিলে 18045 অভেদটি পাওয়া যাইবে | 


১৩৮ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


Ех. 6. Show that 
91ian + tam t Ф={ат * 23: 


1 ৬১. 
যেহেতু, 9 tan !'z—ian * 12 [ উদা. 4 «237 ] 
E 
2 5 5 
9 tan t š (০58 т tan oP 
'_ 1-35 


z -1 Eti -1 89 
বাম পক্ষ = tan 35 + tan" t 2= tan 1-2874 zy = tan 154, 
"i 


9185) 2120. = 
Ех. 7. Solve sin * s + sin ^ -——3-—91an 10. 


lta LEOS 
[ C. U. 1947] 
9% 
যেহেতু, sint 075—9 tan te [ উদ. 4. দ্ৰষ্টব্য ] 
বাম পক্ষ= 2 tan *a + 9 {ап tb. 
অতএব, সমীকরণটির রূপ হয় 
9 tan lm = tan ta + 9 tan" b. 
অথবা, tan te=tan ta + tan tb = tant 2504 
l-ab 
= atb ` 
1-а5 
opm 242 
Ex.8. Solve tan vag tian » aa a 
“am 271: КЫШ 
বাম পক্ষ = tan EL ei dnt 
й= = TE 
23-4 
অতএব, সমীকরণটিকে আমরা লিখিতে পারি 
PEE =4 "= 3 = 
tan লহ ০ অথৱা apto], 
gape 


বিপরীত-বৃত্তীয় অপেক্ষক 


Ех. 9. Show that sin cot ^ tan cos ^ m—a. 


মনে করি, сов =a ঢ় (1) 
4504, han a= Ai-cos?a _ Л"... (о) 
cos а т 
আবার, মনে করি соб“ ine =B (8) 
_ Jia? 
cot B= = 
варта" 17* 
Aie 
z a E 
এখন, @=sin B=sin cot t ~ [ (8) হইতে 1 
= sin cot ^ tan a [ (2) দ্বারা ] 
= віп cot^* tan cos ^z. [ (1) হইতে] 


Examples XII 


Prove (Ex. 1 to 17) that :— 
1. (ü) tan^* $+ tan™* $— m. 


90 
ৰ 2 MOG 8007, 
(ii) tan7*a + tan esas tan 182% 


(iii) tan^* 4+ баш $+ tan * 5 = соё 8. 
2. ian! 4&--cot ЗА = tan" $. 
3. 8075]. 46002948023 লক্ষ 
= (tant 1+ tan" * সু + 680.1 4). 


4. (i) Баат“ 2+ oot 1 (e+1)=tan* (v? +0 T+ 1). 


M 
Li 
в 
B 
0 
M 
зі 


১৩৯ 


cos а= 2. 


1. ian ^d tan ~ titan titan tiia. ГО. 0. 1942 ] 


১৪০ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


8. Qtan*$+tan t 4= ła. [ C. U. 1987 1 
9. (i) sin (2 sin^*z) = 9 V1— 05. 


(ii) {cos (sin *2)}% ={sin (сов. 


= Е + 
10. сов "7-9 вы COS » Lt. 


-1. Ex -11-2, 
11. tan la 999 ite [ C. U. 1943] 
2-1 Eb ы 15 এ চি 
12. sin Ve 2257298 d tan qm: ді 
-1 4-8 00576 -x 0= 
18. tan 1 ap? tan ТЫ * tan Trea 
е7 A c*—a* 
=tan labi + tan” + троа * ®® 122528 
14. sec? (68052) + cosec? (cot~+3) = 15. 
15. cot 1 (tan 97) + ০০৮ * (—tan За) =a. 
16. еш ++ віп Z+ sin 126-і, [ G. U. 19411 
17. 4(cot-* 3 + совест“ ২/5) =z. [ C. U. 1989] 


18. ал тео ty-+tan"lz=ga show that 
r ++ 2 = mz. 

19. Ittan^' z-- tan^* y-F бап 2=$л, show that 
уг + zz: + ঢে/ = 1. 

20. If cos" ltz-+ сові y + eos *2=л, show that 
2242 + 2? 4922], 

21. smn ly sin" Yg +sin t z-z, show that 
v Jl- +y /1—у#+ а J1— z = ৪5. 

22. Find the values of 

(i) sin (sin^* $+ cos 1 3), 


[ ©. U. 1935] 
(ii) cot (tan™* a+ соё ^а). 


- =: 92 -11-y* 
(iii) tan (: sin БЕТТІН cos * ন} 


= === 


বিপরীত-বৃত্তীর অপেক্ষক ১৪১ 


23. І 68075 4 tan іт, find y as an algebraic function of z. 


94. Iftan~*2, tan "y, бап іг arein A.P., find out the algebraic 
relation between z, у, 2. If in addition, z, y, z are also in А.Р: 
prove that চে = / = 2, [72 0, 1, or —1] 

25. Solve the following equations : 

(i) tan * (w+ 1) + tan * (z — 1) =tan "ss. 


55 22 NET. EDI, к л, 

(ii) tan Tog? BD “үн COS Тр ৯ 
(iii) tan (сов 1а) =sin (бап” 19). 

(iv) tan * il =$ tan 12. 


18-21 not 92= 1 - 98, 
(v) tan^* met tn 2537 =tan 36 


(vi) 51072781709 = 32. 

(vii) sin le + sin * (1-42) = cos *2. 

(viii) tan t (z — 1) + tan із + tan” 1 (z +1)= tan * 32. 
Т -1 _ 20 যা 

(ix) tan^* 1 চেহ 7০০8 * Со = 

(x) соё * (x — 1) + ০০৮ * (z — 9) + cot (z — 3) = 0. 


26. Show that 
(i) cot^* zut Т соо cot 2227 La 
=y. ,-2 =g 
(ii) tan dn cian ty + tan lz) 
= cot (со 22+ cot y + cot” *z). 
(iii) бап” (cot 2) + со (бар т) =л- 2%. 


ANSWERS 
е T na THY 4z(1—2? 
22. (i) 1. (ii) 0. Gü) d 28. у= এ a). 
24, (w—y)(L+92)=(y—2)(L+ay)- 25. (i) 4, or, -8. (ii) = А 
(iii) +45. (iv) +: (v) š, or, - 8. (vi) trs J21. 


(vii) 0, or, 3. (viii) 0, +2. (ix) 2— 4/8. (x) 24-8 46 


AIIN অধ্যায় 
fae পম 


( Properties of Triangles ) 


131. যে-কোন тусе তিনটি বাহু এবং তিনটি কোণ-_-এই ছয়টি অংশ 
আছে। ABC ত্রিভুজের তিনটি কোণকে যথাক্রমে А, B ও 0 এবং উহার 
বিপরীত বাহুগুলিকে যথাক্রমে a, b ও с দ্বার! স্থচিত করা হয়। এই ছয়টি অংশ 
অবশ্য পরস্পর নিরপেক্ষ নয়। নিম্নলিখিত অন্থচ্ছেদসমূহে উহাদের অন্তৰ্নিহিত 
বিভিন্ন সম্বন্ধ সম্পর্কে সিদ্ধান্ত করা হইবে | 

1372. যে-কোন ত্ৰিভুজে প্রমাণ করিতে হইবে যে, 
a b с 


sinA sinB sin С 


в оо Op HEINSIO 
Fig. (i) Fig. (ii) Fig. (iii) 
মনে করি, ABO একটি ত্ৰিভুজ; А হইতে BO অথবা ВОЯ বর্ধিতাংশের 
(চিত্র (ü) ) উপর AD ay টানা হইল। 


[ প্রথম চিত্রে 0 একটি স্থন্মকোণ, দ্বিতীয় চিত্রে 0 স্থলকোণ এবং তৃতীয় 
চিত্রে 0 একটি সমকোণ ] 


ABD ত্ৰিভুজ হইতে, AD= AB sin ABD=c sin B 


‘এবং ACD > > » AD=AC sin ACD=b sin 0 [ চিত্র (i) 1 
বা =b sin (2-0) [а ()] 
অর্থাৎ =b sin С. 
b sin C=c sin В. 
অর্থাৎ le 


ত্ৰিভুজের ধর্ম ১৪৩ 
অনুরূপভাবে, В হইতে ОА-ч উপর ay টানিয়া দেখানো যায় যে 


(ін)-я5 চিত্রে, O একটি সমকোণ, স্থতরাং, 


sin A= 2 এবং sin B= 2. sin C= sin 90° — 1. 


al ыйы AE С) 
557, sinÀ sinB ^ sin G 
অতএব, যে-কোন ত্ৰিভুজে, -₹৫-২৯২-:৫ - (1) 


সুতরাং, যে-কোন ত্রিভুজের বাহুগুলি উহাদের বিপরীত কোণের 
লাইনের সমান্ুপাতী হুইবে। 

বিকল্প প্রমাণ £ 

মনে করি, ABO ত্রিভুজের পরিবৃত্তের (circum-circle) কেন্দ্র 0 এবং 
ব্যাসার্ধের দৈর্ঘ্য ЕВ. এক্ষণে ВО সংযুক্ত করিয়া 
বর্ধিত করিলে মনে করি Cel পরিবৃত্তকে 
D বিন্দুতে ছেদ করিল। Ор যুক্ত করা হইল | 
অতএব, Z BOD =90°. 


BOD ত্ৰিভুজ হইতে, 
ç ВС _ а 
sin BDC= BD aR 


কিন্তু, /BDO- ZA, যেহেতু উভয়েই একই 2615244 অন্তর্গত | 


mm “in А অথবা = Ax 
অনুরূপভাবে, AO সংযুক্ত করিয়া বর্ধিত করিলে উহা যদি পরিধিকে 
B বিন্দুতে ছেদ করে তাহা হইলে OE এবং BE সংযুক্ত করিয়া দেখানো যায় যে 


Ue নত OY: 
sin G 


2R. 


sin B 
аз АЫ ы б, Е. 

sinA sinB sin С di (2) 
দ্রষ্টব্য 1. A স্থলকোণ হইলে, A এবং D fepe BO বাহুর বিপরীত দিকে 

অবস্থান করিবে; তাহা হইলে, যেহেতু ABCD একটি বৃত্তীয় চতুৰ্ভুজ, সুতরাং 


১৪৪ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 
sin BDG= sin (180° — A)=sin A, এবং আমরা উপরোক্ত 1141042 উপনীত 


হই। A একটি সমকোণ হইলে, গান; অতএব উপরোক্ত 


নিদ্ধান্তেই পৌছানো ЗІН | 


দ্রষ্টব্য 2. সিদ্ধান্ত (9) হইতে আমর! জানি, 
a=2R sin А, b=2R sin В, с=9В sin О; 


sin A= ঢা sin B= 2, sin G= ঠি 
13:3. যে-কোন (ач প্রমাণ করিতে হইবে যে, 
2 guano 
a?=b?+c?-2becos А, 41 сов деи. 


cĉ+a?-b? 
2ca 
а аура 28277102628 
e*=a2+b2—2ab сов C, বা cos G Zab 
(28%. 13:9-এর চিত্র 404711 
প্রথমতঃ মনে করি О সুক্মকোণ [চিত্র 0)]; অতএব, জ্যামিতির 
নিরমান্গসারে АВ? = BC? + CA? — 9BC.OD. 


এক্ষণে ACD ত্ৰিভুজ হইতে, Ср- АС cos 0-8 cos C. 
c? =a" + b? – 9ab cos О. 
পুনরায়, О স্থলকোণ কল্পনা করিলে [চিত্ৰ Gi) ] 
АВ? = BO? + CA? + 2BC.CD. 
SRC, AACD হইতে, OD = АС cos ACD =b сов (z-e) 
= —b cos C. 
o* =a? +b? ob сов C. 
অবশেষে, О সমকোণ হইলে, [চিত্র ЄЛ 
AB* = BO? + OA? 
c? = + 0? — 94} cos C [ EGO OERO 90°=0] 


b?=c?+a?-2cacosB, বা cos B= 


ত্রিভুজের ধর্ম ১৪৫ 


অতএব, 0-কোণের মান যাহাই হউক না কেন 
c? =a? +b? — 928 cos С. 


অনুরূপভাবে, অপর দুইটি বিষয়ও প্রমাণ করা যায়| 
দ্রষ্টব্যঃ এই Carica ত্রিভুজের কোণের কোসাইন উহার বাহগুলির 
সাহায্যে প্রকাশ করা হইয়াছে। 
134. যে-কোন ব্রিভুজে, প্রমাণ করিতে হইবে যে, 
a=b cos C+e cos B 
b=c сов А-ға cos C 
c=a cos B+b cos A 
WS: 1929-44 চিত্র দ্ৰষ্টব্য | 
প্রথম চিত্রে, С সূন্মমকোণ, এবং, 
BO=BD+CD 
= AB cos ABD + AC cos ACD, 
а= c cos B + b сов C. 
দ্বিতীয় চি চিত্রে, C স্থুলকোণ, এবং, 
` BC=BD-CD 
= АВ cos ABD - AC cos ACD 
=c cos B - b cos (180° — C) 
=c cos B + b cos C. 
তৃতীয় চিত্রে, 0 সমকোণ, এবং, 
BO = AB cos B 3 
а-с сов В+Ь соз О [ `." cos C=cos 90° = 0 J. 
সুতরাং, Е a=b cos Č +c cos B. 
অপর দুইটি বিষয়ও উপরোক্ত উপায়ে প্রমাণ করা যায় | 


13:5. 193 অনুচ্ছেদ এবং 18'2-এর দ্রষ্টব্য অনুচ্ছেদ হইতে দেখান 
যায় যে, 


১৪৬ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


abc. 1 


R 25-5 


Aabo а ала Mie 
tan G= B пе 


অনুরূপভাবে, tan B= 


136. Geaa ==  se(<==lelesf=T= 
celeri Бе: ( Trigonometrical ratios of half- 
angles of a triangle in terms of the sides ). 

(Жаки — as 
96 с 
— 2be — b° — c° +a? _ a? = (b? — 900 +0?) 
9bc 9bc 
а -(b—-c)* _ (a — b+ c)(a +b — o), 
9% 2be 
এক্ষণে, s ত্রিভুজের পরিসীমার্ধ (semi-perimeter) হইলে, 
9s—a-b-tc. 
a-b+c=at+b+c—2b=2s — 2b = 9(s — b) 
а%%-с-а%%ь4с-9с-93-90-9(5-с). 


আমরা জানি, 2 sin? А = 1— cos À = 1— 


in? А 96 —b).9(s—c) অর্থাৎ, gine À = (s— b)(s— o) 
অতএব, 29 sin 9 be অথাৎ, sin টি далы таш 

in 4 =. /($_ bs c), 

দু be 


2 ЗНС কেবলমাত্র ধনাত্মক মানটি গণ্য করিতে হইবে; কারণ, যে-কোন 
কোণ А 180° অপেক্ষা ক্ষুদ্ৰতর, অর্থাৎ 3A < 90°; স্থতরাং, ЗА কোণের সকল 
কৌণামুপাতগুলিই ধনাত্মক হইবে | 


а) а ig 
পুনরায়, Э сов оз А ++ 
900 
=2bo-+ b° -с2 42 (b+c)?-a? > 
980 i 9bc 


= (৮+০+০)0৯+৫ с-а) 
চার 


btocaca tbt ogg. —25 AO) 


এখানেও, বর্গমূলের ধনাত্মক মান গণ্য করিতে হইবে; কারণ, ЗА < 90° 
বলিয়া cos ЗА ধনাত্মক | 


পুনয়ায়, fan = sin à 


2 


БТА: 
+ cos 5 


2 
ts (5-5)8-с), s(s—a) (s— bYs— c). 
ñ. NA bc l м bc s(s— a) 


অনুরূপভাবে, iB, 30 কোণের কোণাহ্ুপাতগুলিও বাহুগুলির সাহায্যে 
প্রকাশ করা যার। 


অতএব, আমরা লিখিতে পারি ঃ 


A ng -২/৫-১)৩-০) ‘b)(s—e) 


Кү ০9০ 
sing дал; -a)(s—b) 


| 


(1) 


con ve (2) 
созу = 80) == 

А” /(- EXJICERS) 
tans ৩8৪ СЕЙ 
ша 0059) @ 
зе = (s-a)(s-b) | 

2 в(в- a) 


১৪৮ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


137. = сета ক্ৰাললেল্ল সাহুলেল্ মান 
face: (Sine of an angle of a triangle in terms of the 
sides. ) 


ASSN 
sin A=2 sin 9০০9 
9 


= 9, B= T. 


be bc 
sin A= > Js(s-a)(s -b)s - o): 
অনুরূপভাবে, simB= 5-16-56 -9 


sin C= š /s(s—a)(s—b)(s—c). 


„з= аў 005—0) ত্রিভুজের ক্ষেত্ৰফল-স্থচক রাশি বলিয়া [9 12:8], 
উহাকে সাধারণতঃ গ্রীক অক্ষর /১-দ্বার! স্থচিত করা হ্য়। সুতরাং, উপরোক্ত 
স্থত্ৰগুলি নিয়লিথিতরূপে প্রকাশ করা যায় £ 

sin а= sin p=, sin с-22. 
13:8. জিডহভেল্ল CHESSER $ 
মনে করি, АВО ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল A ; BC বাহুর উপর AD аң অঙ্কিত 
А করা হইল; অতএব, 
AACD হইতে, Ар-АС sin C=% sin О. 
এক্ষণে, A=4BC.AD=4ab sin О. 
B এবং 0 হইতে বিপরীত 41554 উপর 94 
Ded টানিয়া অনুরূপভাবে প্রমাণ করা যায় যে, 


A =šca sin В- с sin А. 
বিকল্পভাবে, А — ab sin О 
= ac sin B ES 
= ро sin A [ 


B 


b sin C=c sin B] 
: asin B=) sin A] 
A = е sin А = ca sin B= ab sin С - (i) 


-$ (দুইটি বাছুর গুণফল )* (ers কোণের জাইন )। 


সুতরাং, 


ত্রিভুজের ধৰ্ম ১৪১ 
A = bc sin А = bc sin $A cos $Á 


পুনরায়, 
= ($—6)($—с) (s—a) 
bo -, / SE Ds — c) 0 Ез s(s— a 


= A/s(s— a)(s - b)(s - c) (ii) 
উপরের রাশিতে 5 = Xa + b+ c) বসাইলে, ইহা প্রমাণ করা যায় যে, 
A=š 4/(৫+৮+০)0৯+০-)০+৫-)0৫+8-9) 


=H{2b20* +9c7a? +9476? -at -bt с [০০ (iii) 
পুনরায়, A=4be sin A= Зее =: аре - (iy) 
দ্রষ্টব্যঃ কোন কোন পুস্তকে ত্রিভুজের ক্ষেত্রফলকে S-AN ZS করা 

হইয়াছে; কিন্তু. এবং з-ҹт মধ্যে লিথিবার অস্থবিধা এড়াইবার জন্য 


সাধারণতঃ A-3 সুবিধাজনক | 
13:9. যে-কোন ত্রিভুজে প্রমাণ করিতে হইবে যে, 


আমরা জানি, যে-কোন ত্ৰিভুজে 2 — sin B. 
о sind 
ооа BG 
b-c_sinB-smO_“°8 д 9 
b+c sin B+sin О HEBO B=C 
9 sin—— cos 
2 2 
Bio B—G 
соб tan =>) 
4) P G А, BFO 3 
tan tan P [ 55-2 500 | 
=) r (= A 
= ея 


tan নটি 
অনুরূপভাবে প্রমাণ করা যায় যে, 


tan SA =t cot В 
2 к бча сш 2 


১৫০ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 


1310. 13°2, 13°8, 13°4 অনুচ্ছেদগুলিতে উল্লিখিত স্থুত্ৰাবলী জ্যামিতিক 
চিত্রের সহায়তায় প্রমাণিত হইয়াছে। অবশ্য এই তিনটি সুত্র পরস্পর নিরপেক্ষ 
নয়; কারণ, যে-কোন একটি হইতে অপর স্থত্ৰগুলি প্রমাণ করা যায়। 

941544444 134 অনুচ্ছেদের স্থত্ৰাবলী হইতে 13°3 অনুচ্ছেদের সুত্রাবলী 
কিভাবে পাওয়া যায় তাহা নিযে দেখানো হইতেছে। 

13°4 অনুচ্ছেদ 597104, a=b cos O + c cos B. 

b=c cos A+a cos О. 
c=a cos B+ b cos A. 

এই তিনটি 940% যথাক্রমে ৫, b, с ছারা গুণ করিয়া, শেষের দুইটির সমষ্টি 
হইতে প্রথমটি বিয়োগ করিলে দেখা যার যে, ` 

bY +0 — а =e cos À +a cos О) +с(а cos B + сов A) 

—a(b cos 0 + c cos В) = 965 cos А. 


bto? ай, 
Qbe А 
অস্থরপভাবে, আমরা 133 অনুচ্ছেদের অপর দুইটি সুত্রও পাইতে পারি | 
দ্ৰষ্টব্য ঃ অন্তান্ত সুত্রগুলির জন্য পরিশিষ্ট দ্ৰষ্টব্য | 
13111. যে সমস্ত ত্ৰিভূজ-সঙ্বন্ধীয় অভেদ্াবলীতে ত্রিভুজের বাহু ও কোণ 
উভয়েই বর্তমান, সেই সমস্ত ক্ষেত্রে বাহুকে কোণের সাহায্যে অথবা কোণকে 
বাহুর সাহায্যে প্রকাশ করা অনেক সময় সুবিধাজনক | 
পুনরায়, tan ЗА, tan YB, tan 20-47 মানগুলিকে সমান হর এবং 
করণীবিহীন লববিশিষ্ট ভগ্নাংশ হিসাবে প্রকাশ করা অনেক সময় স্থবিধাজনক | 
যথা, ./8(৪-৫০)(৪- ঠ)($- 0) = A হওয়ায়, tan ФА-ЧЧ হর এবং লব 
М 505—0) Ч গুণ করিলে দেখা যায় যে, 
А _(s—b)(s—c). 
tan 9 ыч =e) ; 
অঙ্রূপভাবে, ton B_(s—eN(s—a) , 0 (-а0-0 
2 A КАРЧ \ 


2 
পুনরায়, cot А 
করিলে, 


cos À = 


799 মানের হর এবং লব উভয়কে „(в = а) -দ্বার] গুণ 


А sa). 
cot ЗАГС? 


ESCO NATE 
অনুরূপভাবে, cot 2. A? cot o ue o) 


১১০৬৫ 


A 


ত্রিভুজের ধর্ম ১৫১ 
13:12. উদ্লীহরলাসালা।। 


Ех. 1. Show that in any triangle 
alsin B = sin C) - b(sin C — sin A) + (sin A — sin B)= 0. 
বাম পক্ষ- (a sin B — b sin A) + (b sin O— c sin B) 
+ (০ sin А-а sin 0)=0+0+0 


রি | S SRE 18'9 হইতে আমৰা জানি 


ОЕ ] 
sin A sinB sin 0 
Ех. 2. Shou that in any triangle 
a sin (B — О) +b sin (0 = A) +c sin (A-B)=0. 


আমরা 13`9 অনুচ্ছেদ হইতে জানি যে, а= 9R sin A 
=2R sin (В+0). [7 А+В+б=л] 
a sin (B = C) - 9R sin (B +C) sin (B = 0) 
=2R (91020351520). [উদা. 2, 95: 6'3 WT] 
অনুরূপভাবে, b sin (0- A)=9R (51020 — sin?A) 
c sin (A — B) - 2R (sin?A — sin?B). 
এখন, এই তিনটি পদ যোগ করিলে উদ্দিষ্ট বিষয়টি প্রমাণিত হইবে | 


Ех. 8. In any triangle, prove that 
(b — c) cot FA + (c — a) cot 4B + (a — b) cot $0 — 0. 


1811 অনুচ্ছেদ অনুযায়ী cot А, cot iB, cot 3O -এর মান বসাইলে, 
_(b=c) s(s=a) , (с-а) s(s— b) , (a— b) s(s — c) 
বাম পক্ষ = Ж + A + J = 


-7(6-9-9+৫--০+6-9৫-2)] 


> 


а] 


[o-o]=o. 


= 


Die 


১৫২ উচ্চমাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


Ех. 4. If the cosines of two of the angles of a triangle are 
inversely proportional to the opposite sides, show that the triangle 
is either isosceles or right-angled. 


c a. cos A 6 _sin В. [wz: 18:21 


cosB а вА 


sin А cos А —sin B сов В বা sin 2A=sin 2B 
বা sin 2A —sin 9B=0 বা 2 cos (A+B) sin (A — В)-0. 
অতএব, cos(A+B)=0, বা sin(A-B)-0 
cos (A + B)=0 হইলে, A+B=90°, অর্থাৎ ত্রিতুজাট সমকোণী | 
sin (A - В)=0 হইলে, A- B=0 3] A=B; 
অর্থাৎ ত্ৰিভুজটি সমদ্বিবাহু । 


Ex.5. If #he sides of a triangle are in A. P., shou that 
cot $4, cot 3B, cot 40 are also in A. P. 


cot ЗА, cot +В, cot 40 লমাস্তর শ্রেণী গঠন করিবে, 
aft cot 4B —cot ЗА =cot $0 — cot В 


অর্থাৎ যদি s(s—b) s s—a) s(s-c) 55-0) 
UNA. 


অর্থাৎ, যদি, 6-0-(:-а)-(в-0)-(:-) 
অর্থাৎ, যদি a-b=b- 0 অর্থাৎ, যদি a, b, ০ একটি সমান্তর শ্রেণীভুক্ত হয়। 
Ex. 6. Shou that 
b? sin 90 c? sin 9B= 4১, 
বাম পক্ষ 02.9 sin С cos C + c2.9 sin B cos B 
=2b sin C.b cos C + 2c sin B.c cos B 


=2b sin O (b cos C+ с cos B) ['. b sin 0-৫ sin B ] 


=2ab sin О [ অঃ, 1941 
=4.4ab sin Q= 4A, (2492. 1881 
Examples XIII(a) 


In any triangle, proye that (Ez. 1 to 27) :— 


1. sin 820.022 соз А, 
B-C_bte A 
2. сов 2 а 902 


ы = ইউএস eee eee 
= 57 ини — 


10. 


11. 


12. 


13. 
14. 


15. 
16. 
17. 


18. 


19. 


ত্রিভুজের ধৰ্ম ১৫৩ 


(b+c) cos A + (c +a) cos B +(a +b) cos 0 = + b+ c. 


a+b A+B ASB 
2-5 tan 3 cot P] 


a? + b° + c? =9(bc cos А + ca сов В + ab сов C). 
(b+c-a) tan 3 =(с+а-5) tan -(а%%-с) tan 9. 
авіһ(В-0) % sin (С-А) csin (А-В). 
b? — с® টিক a*—b* 
a? (sin?B = sin2G) +b? (51220 — sin?A) 
*- c*(sin*A —sin*B) = 0. 

a? (cos? B — cos?C) +b? (cos?C — cos? A) í 

+c? (cos*A _ cos? B) = 0. 
а? sin (B — OR b? sin (C — A), c? sin (А-В) 
sin B * sin C аа У sin A+sin B 


B C-A 


„КДУ 16] ০8০ 
asin 9915 +b sin 5 sin à 


=), 


A-B 
2 


+c sin C sin =0. 


pistes sin 9A সৰমা 


а? 


п sin 9B + Š 1 ০781 


a? sin (B — С) + b? sin (C А) + c? sin (A — B)= 0. 
a? cos (B — C) + b? cos (C— A) + ০১ cos (A — B) = 3abc, 
a? sin (B- 0) 5° sin (0- А) с? sin (А – 133) _ 


sin A sin B sin G 
(62 — с?) cot A+(c* — a°) cot B+ (a° — 5?) cot G=0, 
b-c? c? —а* a? —p? 


* + 
cos B + eos Ü сов О+соз А cos A+cos B > 0. 


(s-a) tan $ =(8-0) tan P 16-59) tan. 


১৫৪ উচ্চমাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 


218 20 2 

20. bc соз? А. + ca cos? 2 +ab cos 27%. 
1 UBC AKL 01755 

21. 5০০০8 + š cos" + ৩৬২ সত 


22. If A be 60°, show that b+c=Q2a cos BIS. 


28. Show that a triangle having its sides equal to 3, 5, 7 is an 
obtuse-angled triangle and determine the obtuse angle. 


24. Given (a--b-* c(b-- c — a) = 3bc, find A. 

25. Ifc*—-9(a? +b)? + a* +0202 + + = 0, prove that 
C= 60°, or, 120°. 

26. Ifa*+b*+0*=907 (a? +b?) 
C= 45°, or, 135°. 


27. Тһе sides of triangle are 9z + 3, 22 + 3 + 
that the greatest angle is 190°. 


‚ prove that 


3, 2° + 20; show 


АЕ or y =60° 
28. ই টি show that 0) = 60°, 


29. Ifa=2b and А —3B, find the angles of the triangle, 


30. If the cosines of two of the angles of 


a triangle are propor- 
tional to the opposite sides, show that the tr: 


iangle is isosceles, 


91. Ifcos А = ав. show that the triangle is isosceles, 
2 sin 0 


82. Tf (a? +b?) sin (А-В)= (a° -b?) sin (A+B), prove that 
the triangle is either isosceles or right-angled. 

88. If (cos A+2 cog ©) : (cos A+ 2 cos B) = sin В: sin C, prove 
that tho triangle is either isosceles or right-angled. 

34. Маз, ъз c? besi 
7:13 e in A.P., prove that cot A, cot В, cot C are 


35. It a cos? О +e cost? А 


3 
4 "X show that tho sides of the 
triangle are in A.P. 


36. If sin A : sin C=sin (А-В): 


a°, 05, c? are in A.P. sin (B-C),. show that 


ত্রিভুজের ধর্ম = ১৫৫ 


37. Ifa, 6, с are in A.P., show that 
cos A cot ЗА, cos В cot $B, cos С cot $C are in А.Р. 
\ [eos A cot 3A=(1-2 sin? 3А) cot ЗА = ০০৮ 3A —sin A. ] 
38. Assuming А = 3bc sin A and using the value of cos А т 
terms of sides, show that A= ^/5(в — a)(s — b)(s — c). 


39. Find the area of the triangle whose sides are 


Ue ee 
8৮767 82১,782 


40. In a triangle, if ৫৯18, b=14, ০৯12, find its area. 
Prove that in any triangle : 
৫2-05 sin A sin B_ 
41. 2:9 sin (А-В) cs 
49. 4A (cot A + cot B + cot C) = a? + b? + c. 
43. a cos À + b сов B +c cos C = 4R sin A sin В sin C. 
44. a sin B sin 0+ sin О sin A+c sin A sin ] = 32. 


45. (a sin À +b sin B +c sin C)? 
= (a? +b? + c? (sin? A + sin° B + sin*C). 


cos B cos О cos cos A , cos А cos B_ 1 


ks bc ca ab 4R* 
[ Use Z cot B cot C=1; ez. 2, „Ex. X. ] 
2 152, 2779. 2.33 
47. 2 = cos À + Š a cos В+= 2% cos 0-0. 
48 cos A, a _ cos B b cos, с. 
Ë a bc b ca с ab 


49. 4/N-—a? cot A +b? cot B + ০% cot C. 


2 2 
a b оз Ах © 
-2+ ১০571 
50. lee ING RAIS Wea o) sing sin g sing A. 
ANSWERS 
23. 120°. 24. A=60°. 29, A=90°, B=30°, O=60°. 


1,45%. 40. 84 
. + ‚ 84. 
89 A dus y i 


১৫৬ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 


1313. SETE PRA? (Circum-radius). 
1819 অনুচ্ছেদ হইতে জানা আছে যে, 


a b сы = : 
вш А sinB smo R 0) 


ALAS = abo MIE abo! Gon (ii) 
2sinA QbesinA 4A 


13:14. Есета ERE (In-radius). 
মনে করি, r ত্রিভুজের чеч কেন্দ্র এবং r ইহার ব্যাসাৰ্ধ। D, B, P 
A যথাক্রমে ত্রিভুজের বাহুর সহিত অন্তব্বত্তের 
স্পর্শবিন্দু। 


অতএব, ID =IE=IF=r, 


F 
“А в CIA, IB, IC সংযুক্ত করা হইল। 
Ps এক্ষণে, AABO- AIBC 
54 + AICA + AIAB 
B D С 


=3В0.1р +3 СА ТЕ +3 АВЕ 


= фат + Fbr + ler 
=šr(a+b+c)=vs. 
: A 
Ars 2. rex Doo (i) 
পুনরায়, a= BO- BD + DO 
=r cot $B ++ cot 30 Г AIBD ও AICD হইতে ] 
=r[2024B + 208 40] „eos #В sin 30 sin šB cos 40 
sin ЗВ 51001? sin 4B sin $0 
=,8in(@B+30)_ cos tA _ 
Sin$Bsin3O "gin XB sin 1C 
і 3А+38+30=90°, .-. sin ($B + $0) = соз А1 
y= @Sin $B sin 30, 
cos $A 
এখন, অনুচ্ছেদ 13:13 G) হইতে আমরা জানি যে, 
а=2В sin A —4R sin ЗА cos ФА 
r=4R sin $A sin 3B sin ic ঢ় (ii) 


ত্রিভুজের ধৰ্ম ১৫৭ 
পুনরায়, চিত্র হইতে দেখা যায় যে, AF=AE, BD= BE, OD = OBE. 


যেহেতু, এই ছয়টি রাশির সমষ্টি ত্রিভুজের পরিসীমার সমান, অতএব 


484094 কেন্দ্র 1, এবং ব্যাসার্ধ 7871), E, F 
যথাক্রমে BO, OA, АВ বাহুর সহিত এই বৃত্তের 
স্পর্শবিন্দু। 


যথাক্রমে z, এবং 75. 


AF + BD + OD = অর্ধ-পরিসীমা = s. 
AF+BC=AF+a=s. f 
АЕ-5-а-АЕ; 
অনুরূপভাবে, BF=s—b=BD, СЕ-:-с-Ор; 
АТАН হইতে দেখা যায় যে, ТЕ= AT tan IAF. 
r—(s-a)tan iA 
অনুরূপভাবে, r=(s—b) tan iB ঢ় (iii) 
г-(в-с) tan 20 
দ্রষ্টব্য £ শীর্ষ-বিন্দু (Vertex) হইতে অন্তঃকেন্দ্ৰের দুরত্ব ° 
АТАН হইতে, ТА =ТЕ ০০৪০০ IAF. -. IA=r cosec 2A. 
অনুরূপভাবে প্রমাণ করা যায় যে, IB=r cosec 4B, IC=r совес 2C. 


1315. сога meme: (Ex-radii of a triangle). 
মনে করি, ABO ত্রিভুজের A কোণের বিপরীতস্থ 


B ও 0 কোণের বিপরীতস্থ 418464 ব্যাসার্ধ 


এক্ষণে, I,D-IE-IF-r,. 
AI, ВІ, ও OI, যুক্ত করা হইল। 
এখন AABC= AT, AB + ALAC- AT, ВС 
=tLF.AB+41,B.AC-41,D.BG 
=trycettrnb-tria 
=} (b+c-a)=Yr,(a+b+o- 90) 3 r, (99 - 90) 


=, (s— a). 


১৫৮ উচ্চমাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


অতএব, A=r,(s—a). -. ік 
অনুরূপভাবে та= = ঢ় @ 
2 A 
SN 


পুনরায়, ৫=]30 = BD-- OD 
=r, cot I, BD ++, cot I, CD, 
( AT,BD ও AT,OD হইতে) 
=, cot (90° — $B). +r, cot (90° — 4C), 
[77 ZLBD=4 (180°-B)=90°- 4B 
Z1,CD = + (180° - 0)- 909 - 16] 
sin +В „зїп 39] 
০০৪ В сов%0 
p sin ЗВ cos 40 + cos 4B sin 20 
cos $B cos #0 
sin (&B +40) cos FA 
* cos В cos 86 "2 * cos 3B cos 4G 
[^5 4A+4B+40=90°] 


৫৯? (tan 3B +tan +С) =r, [ 


7, = а cos $B cos 1C . sec ЗА. 


এখন, a=2R sin А =4В-вїп $A cos $A বসাইলে, 
7,=4R sin $A cos 3B cos 40 
অঙ্থরূপভাবে, z, = 4R cos А sin $B cos 30 ঢ় wo ©) 
7s =4В cos ЗА cos 4B sin 1C 
পুনরায়, AE=AC+CE=b+0D [CH= 01) 
এবং, AF=AB+BF=c+BD ['^ BF=BD ] 
কিন্ত, АЕ = АР, সুতরাং, যোগ করিলে দেখা যায় যে, 
2AB-b-c-c BD-4CD- 0974-07-95, 2. AB=s, 


পুনরায়, ЛАТ, হইতে, T B= AB tan LAE. 
2. Ti=s бап зА 
অনুরূপভাবে, ৮০৯৪ tan iB | 
এবং rs=s tan iC 


(ii) 


ত্রিভুজের ধৰ্ম ১৫৯ 
ভ্ৰ্টব্য ঃ শীৰ্ষবিন্দু হইতে বহিঃকেন্দ্ৰের দুরত্ব (Distances of 


Ex-centres from the vertices) 2 
ЛАТ,Е হইতে, Т.А =Т,Е cosec T, AT. 
`. I,A=r, eosec $A 
=4R cos 3B cos $C [3a (ii) অনুযায়ী ] 
ABI, F হইতে, 1, B=1,F cosec T, BF 
ІВ-ті вес В [` ZI,BF=90 -35] 
অনুরূপভাবে, 1,C=r; вес iC. 
এইভাবে প্রমাণ করা যায় যে, ТВ =г„ совес ЗВ, IsC=rs ০০৪60 20. 
1316. ভদ্দাহুল্লণমাল্ন। 


Ех. 1. Prove that 11.1. 1, 
Тал Pra а 


13°15 অনুচ্ছেদের (1) %4194157 


=8=G,8-b, 8—6 
নাঃ 


=8s=(atb+c)_35-9s_ s 1. 
А | А A +r 


Ех. 2. Prove that 4 cos ЗА cos +В cos 0--9 


বাম 44-4. / а), A/ 58-8 Е NEED) 


EOD a)(s— b)(s—c) 


ы 


২4112781842) 


Ex. 3. Show that 41811 ] 
ӛс-тата _, 6৫ = тат Gb nine. 
Tu Ta Ts 
Жа 
Tats = GHG) a). 


be — rars = £ [Abe — 95(95 — 94)] 
= [4be — (a + b + c)(b +c- a)] 


১৬০ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


=} [4be a? — (b ০)*] 73 (a? — (b — с)°] 

=š [(a + b — oY(a — b + c)] = (s — b)(s — с). 

bc—rars _ (s — Bs — 0) сэ Í 
71 Ті 


А 


= — =v. 


5 


_7575-7-৫ ато, 
Ta T3 


অন্থুরূপভাবে, প্রমাণ করা যায় যে, 4৫ 
অতএব উদ্দষ্ট বিষয়টি প্রমাণিত হইল | 


Ех. 4. Prove that in any triangle 
Ti +7 +73 -7=48. 

E n А.д) 
০ 5-5 72. ч) 

ভি 44 (4 
Кз puan ৪-2 


il qo 
Asc» cal [ 5 %=а+Ь+о] 


= Ac. =c) +(s—a)(s— D) 
Ae [Кее | 


22 —а+Ь+о)+ар_ 9з°—5.9в+аЬ 


= Ac" As A 
= ০.০৮. abc 
A= A =4R. 


x 5. If rı=ra+rs+r, prove that the triangle is mone 


প্রদত্ত সমীকরণ হইতে আমরা লিখিতে পারি যে, 


а ДА 


বা ====== 


білі” T, ST 0 
Aa (2s — 5 — c) 
41 с, A. 
s(s-a)- AS 6-9 EEDE ^ 


s(s — a) = (s — b)(s — c). 


ত্রিভুজের ধর্ম ১৬১ 


зал (s= D)(s— c) 
tan wD = 2. tan $A=1, 
ЗА =45°. 2. A=90° 


দ্ৰষ্টব্য ঃ বর্গমূল লইলে tan ЗА= + 1 হইলেও, শুধু ধনাত্মক মান গণ্য 
করিতে হইবে, কারণ যেকোন ত্রিভূজে ЗА একটি স্থন্মকোণ। 
Examples XIII (b) 
Prove that in any triangle (Ez. 1 to 14) :— 


1. sin A+sin B t sin ges 


2. сов А “сов B+cos О=1+ Ë ` 
[ Use cos А+ соз B+cos C=1+4 sin ЗА sin 3B sin 3C. ] 


82725795450 
Ti 7з 7з 

4. тата тата rira 5°. 

5. т= В (соз А + cos B + сов 0-1). 

6. 7,=R(cos В + cos O— cos A +1). 
[ Use cos В+ соз С —cos A= —1 +4 sin ЗА cos 3B cos C ] 


7. а сов B cos О +0 сов С соз А + c cos A cos в-2. 


8. a cot A+b cot B +c cot C=2(R+7). 


[০ cot А-а “соз A—2R cos А. Then use Ex. 2. 


ве 1 (rs tra Mrs BR ті) + та), 
9. 4 7273 57871257174 


10. A= Jrrirars =r" cot ЗА cot $B cot $C. 


1 1(1-2(1-4 48-168 
11. l; т/\? та/\т Ts] TS та (G+b+ c)" 
ГА. I. 1938 ] 
ЕТЕНЕ ИЕН 
2 + - а ыы |І 
12. |] Ts গ №: Та Ts 


১৬২ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


13. т: (r2 +73) совес А =, (rs +7) 60399 В 
i =r; (r4 +72) совес C. 


14. 50 оаа ое ea 
ТТ NUTS а а b b 


15. Ina triangle, a —18, b=14, c=15 ; find 7 and R. 


+223). 
с с 


16. Ifa, b,c are in A.P., show that r3, ra, т are in H.P. 
17. Ifina triangle, ЗВ = 4r, show that 
4(cos А + cos B + cos С)-7. 


18. If the diameter of an ex-circle be equal to the perimeter 
of the triangle, show that the triangle is right-angled. 


[ Use т, =s tan А. ] 


T T : 
19. If (1 = =) =2, show that tho triangle must be 
right-angled. 


20. It 8R°=a*+b* +c", show that the triangle is right- 
angled. 


21. It S be the area of the in-circle and 8,, S ; By the ‘ar 
of the escribed circles, then মা di 


1 1 1 1 
নু lus 
NS NS, NS МЗ 
22. In any triangle, prove that the area of the in-circle is 
to the area of the triangle as z : cot А cot 3B cot 3C. 


154 x Pı» De, ps are the perpendiculars from tho angular 
р ot a triangle to the opposite sides, show that 


24. If т, у, аЪе the len 

i Ч Sths of the perpendiculars f 
cireum-centre on +1 ü perpendiculars from the 
prove that 29 sides BO, ОА, АВ of the triangle ABO, 


Gy Dy Oe ам” 
v Y 2 এটিৰ 


ত্রিভুজের ধর্ম ১৬৩ 


25. If 2, y, 2 are respectively equal to IA, IB, IC, and a, B, > 
are respectively equal to I, А, І.В, IC, show that 


oye T. ji) 24 + zl 
i s Gi) uv gus 1. 
Gü) 2 +g 24527) (iv) ac? + by? + cz? = abc. 
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ANSWERS 
15. r=4; В=88. 


চতুর্দশ অধ্যায় 
РИН ( Logarithms ) 


141. elfarsras 20:55): 

একটি নির্দিষ্ট রাশির যে ঘাত অপর একটি নির্দিষ্ট রাশির সমান, সেই ঘাতের 
%5%0% (index of the power) বলা হয় দ্বিতীয় রাশির "emt, যাহার 
নিধান (base) হইবে প্রথম রাশি | 

দৃষ্টান্তস্বরপ, а°= М হইলে, z হইতেছে সেই ঘাত যাহার ক্রিয়ার ফলে 
a (যাহাকে বলা হয় নিধান ) N-a পরিবতিত হইবে । অতএব, সংস্ঞাহুসারে 
% হইতেছে ম-এর লগারিদ্‌ম্‌ যাহার নিধান а; ইহা সাধারণতঃ, v= logaN 
রূপে লিখিত = | 

2°=8 বলিয়া loga8=3; অর্থাৎ ৪ হইতেছে সেই ঘাত যাহার ক্রিয়ার 
ফলে 2 পরিবতিত হইবে 8-41 পুনরায় 3*—81 বলিয়া 1০8581-4; 
ইত্যাদি। 

জ্থচক-সম্বলিত যে-কোন ফলাফল লগারিদ্মুএর সাহায্যে এবং বিপরীতক্রমে 
নগারিদ্মূসঙ্থলিত যে-কোন ফলাফল স্থচকের সাহায্যে প্রকাশ কর! যায়। 

ИЧЕТ, ра হইলে, 1০8£7 `^ 

m? = zk হইলে, n=logm (27) 
বা, &=log,(m”). 

SEAT, 1০8/০-৪ হইলে, у. 

মনে রাখিতে হইবে যে, একই সংখ্যার লগারিদ্মূ-এর নিধান বিভিন্ন হইলে 
উহাদের মানও বিভিন্ন হইবে; যেমন, 9-44 6 ঘাত, 4-97 3 ঘাত বা ৪-এর 
DIN EER তত ч 5426, log 6068, এবং 


› নিধানের সঠিক উল্লেখ না থাকিলে কোন সংখ্যার 
লগারিদ্‌ম্‌ সম্পূর্ণ অর্থহীন হইবে | 


» ৫ কোন বাস্তব সসীম ( শূন্য ব্যতীত) 
রাশি হইলে а°=1; অতএব, 61-0, অর্থাৎ, ভাষায় is করিলে 


লগারিদ্‌ম্‌ ১৬৫ 


G) 1-এর 49 ব্যতীত যে-কোন সসীম নিধানযুক্ত লগারিদ্‌ম্‌ শুন্য 
হইবে। 
পুনরায়, a যে-কোন রাশি হইলে at =a; logaa=1. 
অৰ্থাৎ, (ü) কোন সংখ্যার সম-নিধানবিশিষ্ট লগারিদ্ম্‌ 1 হইবে। 
দ্রষ্টব্য 1. а°=0 হইলে, 2--ө, যখন ৫১৯] 
বা, m= +e, যখন ৫ < 1, 
অতএব, 1ога0-- e, যদি ৫১] হ্য়, 
= +=, যদি a<1 হ্য়। 
অর্থাৎ, শূন্যের 1 অপেক্ষা বৃহত্তর নিধানযুক্ত লগাবিদৃম্‌ অসীম খণরাশি 
এবং 1 অপেক্ষা penes নিধানযুক্ত লগারিদ্‌ম্‌ অসীম ধনরাশি হইবে | 
দ্ৰষ্টব্য 2. ৫ এবং п4194 ধনরাশি হইলে, а= -% সমীকরণটি ৫-এর 
কোন বাস্তব মানের সাহায্যে সমাধান করা যায় না (এক্ষেত্রে কেবলমাত্র 
азая মুখ্যমান* ধরা হইয়াছে); সুতরাং, একটি খণরাশির লগারিদ্ম্‌ 
€বেক্ষেত্রে নিধান বাস্তব ধনরাশি ) অবশ্যই অস্তিত্বহীন «| অবাস্তব 
হইবে। 
143. APARTAR 2 মৌলিক oye s 
লগারিদ্‌ম্‌-এর সংজ্ঞা হইতে দেখা যায় যে, 741854 95094 অন্য একটি 
রূপমাত্র। আমরা! জানি যে, а, о, у বাস্তব রাশি হইলে, 
(i) аб x a! = atv 
(ü) a +a” —a* У 
এবং (iii) (৫০) ৮ = a”. 
বীজগণিতে 55% নিয়মের এই তিনটি মৌলিক ar অনুরূপ লগা রিদম 
এরও তিনটি মৌলিক সুত্র পাওয়া যায়। স্থত্রগুলি নিয়ে দেওয়া হইল ঃ 
(i) 107. (m x n)=1ogam+Iogan. 
অর্থাৎ দুইটি সংখ্যার গুণফলের AH উক্ত সংখ্যা দুইটির পৃথকৃভাবে গৃহীত 
লগারিদ্মুএর সমষ্টির সমান। 


* মুখ্য মানের সংজ্ঞার 59 Higher Trigonometry by Das & Mukherjee 5941 


১৬৬ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


প্রমাণ £ মনে করি, logam = z, logan = এবং logs (mm) = z. 

অতএব, সংজ্ঞান্ুসারে, a” =m, a! =n এবং a? = mn = а.а = 0৫৭, 
z=aty. 

অর্থাৎ loga (mm) = logam + logan. 


অন্গুসিদ্ধান্তঃ অনুরূপভাবে প্রমাণ করা যায় যে, 
loga (m.n.p...)9 logam + logan +logap + е.” 


(ii) loga (2) =logam - logan. 


অর্থাৎ, দুইটি সংখ্যার ভাগফলের লগারিদ্ম্‌ উক্ত সংখ্যাদয়ের লগারিদ্ম্‌.এর 
অন্তরের সমান (লবের লগারিদ্ম্‌ বিযুক্ত হরের লগারিদ্ম্‌)। 


প্রমাণ $ মনে করি, loga =, logan=y, এবং loga (”) =z 


à 
অতএবং ABCA, а=, a! —n, এবং f= а” 


zac 
755 
т a" 


2=0-y. 
অর্থাৎ, ^ log, (৮) =loga m—loga n. 


(iii) loga (m)"=n logam. 
অর্থাৎ, একটি সংখ্যার ঘাতের লগারিদ্ম্‌, ঘাত এবং উক্ত সংখ্যার লগারিদ্ম্‌ 
এর গুণফলের সমান হইবে | 
SNS log, moz এবং loga (m)" = z ধরিলে, সংজ্ঞানুসারে 
(ay Де m? = (a n= ge, 
ZENE, 
অর্থাৎ, loga (m)" =n log, m. 


144. Ба-а (ehange of base). 


সংখ্যাগুলির কোনও নির্দিষ্ট নিধানযুক্ত লগাবিদ্ম্‌ দেওয়া থাকিলে, যে-কোনও 
zo GOTH নিধানযুক্ত লগাবিদ্ম্‌ নিৰ্ণয় করা যায়। সংশ্লিষ্ট সূত্রটি 
এই ৪ 


logam=logym X log,b, 


লগারিদ্ম্‌ ১৬৭ 


প্রমাণ 2 logam= z, 1одь = y, এবং logab=z কল্পনা করিলে 
a* = т, b! =m, a^ = b. 
s. а%=т=0/ = (а) = а. 2. т=уг. 
অর্থাৎ logam = (logom) х (logab). 
অনুসিদ্ধান্ত 1}, উপরোক্ত ফলাফলে o= a ধৰিলে, প্রমাণ করা হয় যে, 
(19558) X (logab) = 1. ІС: logaa=1] 
এই зав অত্যন্ত প্রয়োজনীয় বলিয়া ইহার একটি নিরপেক্ষ প্রমাণ দেওয়া 
হইল £_ 
মনে করি, 1088৫ = এবং logab=y. অতএব, =a এবং a!" — b. 
= 0% (৫৮) = а. 2. туі. 
logsa X logab = 1. 


1 
অর্থাৎ logea = сы i 
অন্কুসিদ্ধান্ত 2. উপরোক্ত অনুচ্ছেদের zal অঙ্সিদ্ধাত্ত 1-এর সাহায্যে 


আমরা নিশ্নলিখিতরূপে লিখিতে পারি : 
logam = lognm/logpa. 
অতএব, m এবং а উভয়ের ৮-নিধানযুক্ত লগারিদ্‌ম্‌ জানা থাকিলে %-এর 
a নিধানযুক্ত লগারিদ্ম্‌ নির্ণয় করা যায়। 
145. aeaa MPNA (Common system of 
logarithms ). 


প্রায় সমস্ত ব্যবহারিক ক্ষেত্রে wifes গণনার জন্য যে সমস্ত লগারিদ্ম-এর 
প্রয়োগ হয়, তাহাদের নিধান সাধারণতঃ 10 ধরিয়া লওয়া হয়। যে সকল 
লগারিদ্মএর নিধান 10 তাহাদিগকে সাধারণ (common) 411944 পদ্ধতির 
অন্তৰ্ভুক্ত বলা হয়। অঙ্গ, 146-এর I এবং Ш Carica ইহাদের সুবিধা 
সম্পর্কে আলোচন! করা হইবে। 

GPG | উচ্চতর গণিতে তাত্বিক (theoretical) আলোচনার জন্য নিধান 
ধরা হয় অন্য একটি wow রাশি е যাহার মান 27718... (এই সম্পর্কে 
বীজগণিতে আলোচনা আছে)। এই সমস্ত লগাবিদ্‌ম্‌কে বলা হয় প্রাকৃত বা 
নেপিরীয় লগারিদ্ম্‌ (Natural or Naperian logarithm). 

লগারিদ্ম্‌ শ্রেণীর (logarithmic series) সাহায্যে বিভিন্ন সংখ্যার প্রাকৃত 
লগারিদ্ম্‌ নির্ণয় করা যায় ( বীজগণিতে ইহার প্রণালী প্রদশিত হইয়াছে )। 


১৬৮ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 


এই সমস্ত লগারিদ্ূকে গুণক ся সাহায্যে সাধারণ ania 


পরিবতিত করা যায়। এই গুণককে বলা হয় সাধারণ পদ্ধতির লগারিদ্মু-এর 
XI*IT€ (modulus). 

অতঃপর আমরা কেবলমাত্র সাধারণ লগারিদ্মুএরই উল্লেখ করিব এবং 
নিধান উল্লেখ না থাকিলে উহাকে 10 ধরিতে হইবে। 

146. Эа ANARA সু (Characteristic) 
140 অংশক (Mantissa). 

মাত্র অল্প কয়েকটি ক্ষেত্রে aI অখণ্ড সংখ্যা হইতে পারে কিন্ত 
অধিকাংশ ক্ষেত্রেই কোন সংখ্যার লগারিদ্ম আংশিকভাবে অখণ্ড এবং 
আংশিকভাবে সামান্য বা দশমিক ভগ্নাংশ হইবে | 

সংজ্ঞ|। কোন সংখ্যার লগারিদ্ম-এর অখণ্ড অংশকে «эе? এবং 
দশমিক অংশকে “অংশক” বলা হর | 

কৌন সংখ্যার লগারিদ্‌ম্‌ খণসংখ্যা এবং আংশিকভাবে পূৰ্ণসংখ্যা ও 
আংশিকভাবে দশমিক ভগ্নাংশ হইলে, অংশক অথবা দশমিক অংশকে সর্বদাই 
ধনসংখ্যা রাখিয়া পূৰ্ণককে পরিবন্তিত করিতে হয়। অতএব, কোন সংখ্যার 
লগারিদ্মএর অংশক সর্বদাই ধনাত্মক হইবে | যেমন, কোন সংখ্যার লগারিদ্ম 
798 হইলে উহাকে -8+"7-এর সমান লেখা যায় ও তখন — 8 কে বল৷ 


হয় পূর্ণক এবং "দ-কে বলা হয় অংশক (—°3 নয়)। -৪8+"7-কে সংক্ষেপে 
37 লেখা zy | 


উপপান্য 1. (1) অপেক্ষা বৃহত্তর সংখ্যার সাধারণ লগারিদ্‌মএর 
পূৰ্বক সৰ্বদাই ধনাত্মক এবং সংখ্যাটির অখণ্ডাংশের অঙ্কের সংখ্য। 
এক কম; 
00) 1 অপেক্ষ| ক্ষুদ্ৰভর ধনসংখ্যার লগারিদ্ম্-এর পুর্ণক সর্বদা 
M হইবে এবং সংখ্যাটির দশমিক বিন্দুর অব্যবহিত পরে 
эмы а থাকিবে, পূৰ্ণকের আন্কিক মান ভাহ! অপেক্ষা এক 


(i) মনে করি যে, সংখ্যাটি এক অপেক্ষা বৃহত্তর | 


* 10-43 এমন কৌন বাস্তব ঘাত নির্ণয় করা যা 


Z না যাহার ফলে মান ধণাত্মক হইবে। অতএব 
খণসংখ্যার লগারিদ্দ্‌ সম্পূৰ্ণ কাল্পনিক হইবে। | 


অন্তঃ 149-99 দ্রষ্টব্য 2. | 


লগারিদ্ম্‌ 5 


যে-কোন সংখ্যার অখণ্ড অংশ এক অঙ্কের হইলে (যেমন, 7:209 ) সংখ্যাটি 
1 এবং 10-এর মধ্যবর্তী হইবে | 

এক্ষণে 10°=1 এবং 10*=10. 

অতএব, 10°=7'209 হইলে, z 49 অপেক্ষা বৃহত্তর কিন্তু 1 অপেক্ষা 
ক্ষুদ্ৰতর হইবে | অতএব, log 7209-44 মান 0 এবং 1-এর মধ্যবর্তী হইবে 
অর্থাৎ ইহার রূপ হইবে 0'--- এবং পূর্ণক হইবে 01 

অনুরূপভাবে, 530598 এই ধরণের সংখ্যাগুলি (যাহাদের অখণ্ড অংশ 
দুই অঙ্কের সংখ্যা) 10 এবং 100 অর্থাৎ 10* এবং 10৭-এর মধ্যবর্তী হইবে | 
অতএব, 10-44 যে ঘাত 530598 হইবে, সেই ঘাত 1 অপেক্ষা বৃহত্তর কিন্তু 
9 অপেক্ষা FAST হইবে অর্থাৎ log 53'0528-4 মানের রূপ হইবে 1"... এবং 
পুর্ণক হইবে এক৷ 

log 10= 1, এবং, 10 সংখ্যাটিও ছুই অঙ্কের সংখ্যার শ্রেণীভুক্ত | 


` অনুরূপভাবে, যে সমস্ত সংখ্যার অখণ্ড অংশ % অঙ্কের, তাহারা 10%-5 
(যাহা п অঙ্কের ক্ষুদ্ৰতম সংখ্যা ) এবং 10" (যাহা m + 1 অঙ্কের ক্ষুদ্ৰতম সংখ্যা )- 
এর মধ্যবর্তী হইবে অর্থাৎ তাহাদের লগারিদ্মএর মান হইবে (॥-1)+ কোন 
সামান্য ভগ্নাংশ | অতএব, এই সমস্ত ক্ষেত্রে 94% (п-1)-44 সমান | 


(i) মনে করি যে সংখ্যাটি ধনাত্মক এবং 1 অপেক্ষা ক্ষুদ্ৰতর। (অর্থাৎ 
0 এবং 1 এর মধ্যবর্তী।) 
আমরা লক্ষ্য করি যে, 10° d 
10-435 -1 
тб - 01 
103 = ros - 001 
10-*= ও+তভতত = 0001; ইত্যাদি | 
দশমিক বিন্দুর ঠিক পরবর্তী অঙ্ক 49 নয় এইরূপ 1 অপেক্ষা স্ষুদ্ৰতর সংখ্যা 
( যথা, 8015), `1 অপেক্ষা বৃহত্তর কিন্তু 1 অপেক্ষা ст হইবে | অতএব, 
10-এর যে ঘাত এই প্রকারের সংখ্যা হইবে সেই ঘাতের সুচক-সংখ্যা _1 এবং 
0-এর মধ্যবর্তী, অর্থাৎ —1+ এক সামান্য ভগ্নাংশের সমান হইবে । অতএব, 
এই সমস্ত সংখ্যার লগারিদ্মূ.এর পূৰ্বক _ 1-এর সমান হইবে 1 
দশমিক বিন্দুর ঠিক পরবর্তী মাত্র একটি অঙ্ক শূন্য এইরূপ সংখ্যা, (যেমন, 


0785005) `01 এবং `1 অর্থাৎ 107° এবং 10-+-এর মধ্যবর্তী | 


ga উচ্চ-মাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 


অতএব, 107—'0785005 হইলে, z অবশ্যই -1 এবং -9-এর মধ্যবর্তী 
হইবে, অর্থাৎ ся রূপ হইবে -]1'--:--- гел দশমিক অংশ ধনাত্মক 
কল্পনা করিলে &-এর রূপ হইবে —9+`...... | সুতরাং, 2-44 অখণ্ড অংশ 
log '0785005-এর পূর্ণক - 2 হইবে ৷ 

অন্ুরূপভাবে,'01 এবং `001 অর্থাৎ 10-2 এবং 10-3-ча মধ্যবর্তী সংখ্যা- 
গুলির প্রারস্তের দশমিক বিন্দুর পর দুইটি শূন্য থাকিবে এবং এই সকল সংখ্যার 
লগারিদ্‌ম্‌ - এ এবং — ৪-এর মধ্যবর্তী হইবে, অর্থাৎ লগারিদ্ম্‌-এর রূপ হইবে 
OI = =৪+1"-*** ; অতএব, পূৰ্ণক হইবে —3 ; ইত্যাদি। 

SANT. বে সমস্ত সংখ্যাগুলি একই ক্রমে সজ্জিত অনুরূপ 
we দ্বার! গঠিত এবং বাহাদের মধ্যে পার্থক্য কেবলমাত্র দশমিক 
বিন্দুর অবস্থানে, সেই সমস্ত সংখ্যার লগারিদ্ম-এর অংশগুলি অভিন্ন 
হুইবে। 

একটি উদাহরণ দ্বার! ইহা স্পষ্ট হইবে । আমরা 835107, 835107000, 


83'5107, "835107, 000835107 এবং 8351:07--“% সংখ্যাগুলির লগারিদ্মূ্‌ 
আলোচনা করি | 


"Cl log 835107000 —1og (835107 x 1000) 
= log 835107 + log 1000 
=log 835107 +3, 


РЕ BBD 
পুনরায়, log 895107 log 10000 


=log 835107 — log 10000 
=log 835107 — 4 


835107 4. = 
1000000 = 108 835107 — log 1000000 


—log 835107 — 6. 


log '835107 =log 


log "000895107 = log 82107 =105 835107 — 9 


g 8351`07 = log 885107 _ z 
log 8351:07 = log 100 = log 835107 — 9, 


এইখানে, যে-কোন সংখ্যার AMAL ও 108 885107-এর মধ্যে পার্থক্য 
একটি পূর্ণ সংখ্যার স্বতরাং, উক্ত সংখ্যাগুলির অংশক log 98510দ-এর 
অংশকের সহিত সমান হইবে। 


লগারিদ্ম্‌ ১৭১ 


বস্তুতঃ, একই ক্রমে সজ্জিত অনুরূপ অঙ্ক দ্বারা গঠিত সংখ্যার পার্থক্য মাত্র 
দশমিক বিন্দুর অবস্থানজনিত হইলে, উহাদের অনুপাত 10-এর অখণ্ড ঘাতের 
সমান হইবে এবং ইহাদের লগারিদ্ম্‌-এর পার্থক্য দেখা যাইবে কেবল পূৰ্ণকের 
মধ্যে। 

উপরের উপপাদ্য দুইটি হইতে প্রমাণিত হয় যে, G) কৌন সংখ্যার 
লগারিদ্ম্-এর পুর্ণক কেবলমাত্র পর্য্যবেক্ষণের সাহায্যে নির্ণয় করা! 
যায় এবং (i) অংশক নির্ণয় করিতে কেবলমাত্র সংখ্যাটি যে 
অঙ্ধগুলির দ্বারা গঠিভ তাহা লক্ষ্য করিতে হইবে, দশমিক বিন্দুর 
অবস্থান লক্ষ্য না করিলে কোন ক্ষতি হইবে ন| ৷ 

অতএব, লগারিদ্মএর তালিকায় কেবলমাত্র অংশক দেওয়া থাকিলেই 
চলে এবং HGS? তাহাই দেওয়া থাকে। ইহাই সাধারণ লগারিদ্মুএর 
বিশেষত্ব এবং সুবিধা | 


147. Зее | 


EH %/5.19/4 
Ех.1. Simplify: log so and find its value, given 
log 2= 80103 and log 3 = 4771213. 
1916 14 
5*9 1910 
প্রদত্ত রাশি 108 ү 334710873 10.9. nn 
(18.28) gH (2.22.91)! 


=} log 10— (ов gi? + 108 3°) 

—1 log 10 — $3 log 2-4 log 8 

=}. 1-48 (30108) -3 (4771213) 

='95 -'1956695 - 3180809 

= —1+°7362496 = 17362196. 

10-104 10-105 9=1-log 9; অতএব, 


agal log 5=08 == 
log 5-44 মান log 2-44 মান হইতে নিৰ্ণয় করা যায়। 


১৭২ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


Ех. 2. Prove that 
T log 32-9 log $5 8 log $6 = log 9. 


বাম পক্ষ = log PET (33) +10¢ (ау 
SURED Gate а. 
-= ы-ы (a) een 


072 84% 35৯ gto 
e tx ote н 001) ова 


বিকল্প প্রমাণ ঃ 
বাম AF = 7 (log 10 - log 9) — 2 (log 25 — log 94) +3 (log 81 — log 80) 
=? flog (5 x 9) log 3°} — 9 flog 5° — log (3 x 22 


+3 flog 3* log (5 x 24)} 
77 flog 5+ log 2-2 log 3}- 2 {2 log 5—log 3-8 log 9) 


+3 {4 log 3— log 5=4 log 9} 
=log 2. 


Ех.3. Find the number of digits іп 415 
log 2='30103. 


log 47% =log 2°° = 30 log 2=30 x ‘30103 = 90309. 
অতএব, log 4**-এর পূর্ণক 9 বলিয়া, 415 দশ অঙ্কের s] I 


» having given 


Ex.4. Find approximately the 7% root of 35°28, having 


given log 9 = ‘30103, log 3 = 74771913, log 7 = "8450980 and 
log 1197'349 = 870789184, 


T 
মনে করি, © = (8598) = (359) 
102 


log r=} [2 log 7+2 log 3+3 log 2— 9 log 10] 
= * [28450980 + 9 x "4771913 + 3 x '80103 - 2] 
= 0789184. (প্ৰায় ) 
এক্ষণে log 1197349 = 30789184 বলিয়া, , 


log 1197342 = '0789184 ( যেহেতু উভয়ের অংশক সমান, কিন্তু 


1 অঙ্কের সংখ্যা বলিয়া পূৰ্ণক শূন্য ) 
#=1197349. (আসন্ন মান )। 


i 
р লগারিদ্ম্‌ ১৭৩ 


Ех. 5. Obtain an approximate numerical solution of 9* , 3?* 
=100, having given log 2= `80108, log 8- 47719, 


9*.8?*—100—10?, ~. log (22. 9০০) = 108 102 
অর্থাৎ, z log 2+ 2a log 3=2 log 10=2, 
9 9 


© jog 2+2log3 80103 +9х 47719 
=1'5933 (প্ৰায়) 
1 1 


1 = === 
Ex. 6. Ify=a toe z=a IY, then ঢেল 0199 %, 01] theloga-- 
rithms being calculated to the base a. 


1 
— р i 
y=a =, Е тетт G) 
— : 1 
gea ЕЗ, m BOO IT) (2) 
(9) হইতে আমরা পাই logay=1- = ২ 
অতঃপর (1) -হইতে, 
= 1 = = - logaz = == 1 = 1 ` 
logan = logay logaz—1 logaz—1 1 -—logaz 
"m 


Ех. 7. Evaluate logs J2 V2 J...4o œ assuming it to have 
a definite value. 
মনে করি, «= Ма Ja to = о 
= Jæ 1.2% -92=0. কিন্তু 2720. 2.0 


এখন প্রদত্ত রাশি = logs —10g52 = 1. 


Ex.8. If a"—b 
মনে করি, 1০8-% এবং logy r= b. 

s. =e এবং =r TOIR, Ulp. 
উভয় পক্ষের 771844 লইলে, a’ log a =b' log b. 


, 


০7108 o8 
b loga (1) 


2. 


^. show that n loga t — m logs т. 


উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 
এখন প্রদত্ত সমীকরণ ৫৮*-৮*-এর উভয় পক্ষের লগারিদ্‌ম লইলে আমর! 


পাই ж log a=n log b. 


m log b zm 
т loga (2) 


১৭৪ 


অতএব (1) এবং (9) হইতে আমরা জানি যে, a=. 


102 m : 
অর্থাৎ, চিলা m^ c ñ logaz=m 10800. 


Ех. 9. Prove that 
(2) т log v =y log zo 
(а) 01000-10025 y 1002-1002 x g 09 z-log y = 1 
(0 log (21922) = log y log 2 = (log 2) log у =1ов (y let) 
2 logy = y log т. 


(i) মনে করি, 
P = 0198 198 5 x y log z-log ০১৫৫10821০8 


`. log P = (log y — log z) log z + (log z — log z) log y 
+ (log z —1og y) logz=0, 
Р=1. 
অর্থাৎ, д log 97108 z x y log 2—06 z x ç log ০71০8] 


Ех. 10. 1f 6১৮০১০৫50৪০, then m log (2) = log a. 
[ 0. U. 1987 ] 
a^ 05% =0%+% ৮০, উভয় পক্ষের ТАК লইলে, 
(3—2) log a + 5z log b= (z + 5) log a+ 3z log b 
বা, 2 [loga+8 logb+loga—5 log b] =3 log a -5 log a 
বা, 2 [2 loga- 2 log b]= - ৪106 a 


db — log а) =1ов . b 
বা, 2 (log b- log ৫)-10 а. =. zlog ৫ = log а. 


দ্রষ্টব্য এইপ্রকার রূপবিশিষ্ট সমীকরণকে ЧФ সমীকরণ (Exponential 
equation) বলা হয়। Bx. 5. এরও এইরূপ | 


লগারিদ্য্‌ ১৭৫ 


Examples XIV(a) 
[ Use the values: log 2=°30103, log 3=`4771918, 
log Т = '8450980 when required 1 

1. Find the logarithm of 

(i) 1728 to the base 2,/8, (ii) созЗа to the base sec а. 
2. Find log, 10000. 
3. Show that log, 2 lies between} and 4. | C. U. 1926] 
4. Prove that 

(i) loga m x logy n —logy m X loga n. 

(ii) logs logs 1089 16=1. 


m 5. If loge m+log, n = loge (m+n), find m as a simple function 
n. 


. 6. Prove that if а series of numbers be in G.P., their loga- 
rithms are in A.P. 
7. Prove that 2 log a+2 log a? +2 log a^ +--+ +2 log a” 
=n (n+1) log a. 
8. If a is positive and less than unity, show that log (1+) 
7108 (1+?) +log (1 +@*) +108 (1+8) ++ to = = -log (1-2); 
9. Simplify 1 
(i) logs /6+loge v$. 


-2 
10. Find log (0095)? and log (75) ~. 


11. Prove that 
(i) loga b x logy c X loge a= 1. 
(ii) loga x =logy = X loge b এ loga 0% X logn m X loga m. 


12. Show that 
(i) 7 log 28 + 5 log 25 +3 log 50 = log 2. 
(ü) 7 log 28 +6 log $+5 log $ + log $$ =log 3. 
13. Extract the fifth root of 84, having given 
log 2425805 = 63848559. 


১৭৬ উচ্চমাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


1 
14. Calculate (:0020736)7, having given 
log 41369 = 46166750. 


15. Simplify 


SE 
Epai ও 
(i) log N72 х 5/60 


wy $/T9x68 
(ii) 695 
log 898665 = 5"9535977. 
16. Find the value of 64 {1 — (1`05)-2°}, having given 
log 24121 =4'389394. 
17. Find the number of digits in (i) 2*°, (ii) 3**, (iii) (540)°. 
18. Find the number of zeros after the decimal point before 
the first significant digit in the expressions : 
8 50 

0 (ой. 0৫0) (FE) (ы) (0259) : 
19. Solve the equations 

(1) 87=9. — Gi) 3-4 = 7, (ii) ১০০7০ 322-5. 


(iv) 2* = 37 ) (у) Tex 322 — 9 
গ 280 ১৮৪ } 


' having given 


20. (i) It log (zy?) = a, log (=) =b, find log z and log y. 
(ü) It a? +b? = Tab, show that 
log {3 (a + D) = $ (log a + log b). 
log т_ log y _ log z, e 

21. If бк к=. o) show that 0//2- 1. 
22. Why is log (1+9+3)=log 1+log 2+log 8 ? 
28. Та, 6,0,2. be in G.P., show that 

loga 2, logs 0, loge m............ are in Н.Р. 


24. If ay’ *=a, zy" ^ =}, 2৮০, prove that 


2(/+2-2)-0(5+2-8)-2৫+%-2, 
25. If ee 187 108 z show that 


1০ 


ers ; Ss 


ANSWERS 

1. (i) 6. ^ (ii) -3. DNE 1 Ag 9. 1. G) 13. 
10. 11173942, "3861209. 13. 2'425805. 14. “41369. 
15. (i) 18969092. (ii) "898665. 16. 39'879. 
17. (i) 18. Gi) 6. (iii) 25. 18. (i) 24. (ii) 4. (iii) 79. 

i) 1982, ie ч i) 441987, 4.2. ৮. 
19. (i) ig g бе, 68....... (ii) Sree 3’ es 5777... 

НН 21og7—31og3 , 4 5 

(iii) Blog B= log 7=2 log 8 4.6. 7108... 

А = Jog 8 = = 2 2 TOBIN MA 

(iv) = 3—log 2 372 71 nearly, 2-1 3—log 9 5=1 71 nearly. 


2b (2a — 1) - Sab 
(0) “Заызас-а EA 


where a=log 2, b—1og 3, c=log T. 


a 3b .a-9b. 
oT d 


20. (i) log x= 


1458. itary এব কোপান্)ুপাতেনর SARE | 

পাচ আসন্ন দশমিক স্থান পর্যন্ত কয়েকটি তালিকা পুস্তকের শেষে সন্নিবিষ্ট 
করা হইয়াছে। নিয়ে তালিকাগুলির বিষয়বস্তু ব্যাখ্যা কর! হইতেছে। 

প্রথম তালিকায় 1 হইতে 10,000 সংখ্যাগুলির (অর্থাৎ যে সমস্ত সংখ্যা 
চার বা তাহার কম অঙ্কবিশিষ্ট তাহাদের ) লগারিদ্মএর অংশক দেওয়া 
হইয়াছে (দশমিক বিন্দু দেওয়া হয় নাই)। wm. 14'6-এর নিয়ম অনুযায়ী 
oie নিৰ্ণয় করিয়া নির্ণের সংখ্যার লগারিদ্‌ম্‌ বাহির করিতে হইবে | তালিকার 
প্রধান অংশে দেওয়া হইয়াছে তিন অঙ্কের সংখ্যার লগারিদ্মএর অংশক এবং 
পাৰ্শ্বস্থ অংশে সন্নিবিষ্ট হইয়াছে চতুর্থ অঙ্কের ҸӘ 547% অন্তর (mean 
difference) | অতএব, চারি অঙ্কের সংখ্যার লগারিদূম্‌ নির্ণয় করিতে হইলে 
তালিকার প্রধান অংশ হইতে প্রথম তিন অঙ্কের সংখ্যার অংশকের সহিত চতুৰ্থ 
অঙ্কের সংশ্লিষ্ট মধ্যক অন্তর যোগ করিতে হইবে | মধ্যক অন্তরের বৃদ্ধির ক্ষেত্রে 
তালিকাতে কেবল সার্থক (significant) অস্বগুলি লিপিবদ্ধ করা হইয়াছে ; ইহার 
বামে প্রয়োজনমত শূন্য বসাইয়া পাচ অঙ্কের দশমিকে পরিবতিত করিতে হইবে 
(কারণ এইক্ষেত্রে তালিকাটিতে পাচ দশমিক পর্যন্ত আছে )| যথা £ 10% 
অন্তরের তালিকায় 24 লিখিত থাকিলে উহাকে ধরিতে হইবে “00094; 

১২ 


зы : উদ্চ-মাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 


উদাহরণস্বরূপ log 2697 এর মান নির্ণয় করিতে হইলে প্রথমে মূল তালিকা 
হইতে log 969 এর অংশক নির্ণয় করি; উহ হইবে '49975 ; ইহাদের একই 
সারি হইতে দেখা বায় যে, দ-এর জন্য মধ্যক অন্তর 115 অর্থাৎ log 9697 এর 
অংশক হইবে 749975--:00115 অর্থাৎ "43090. পুনরায় log 2097-43 
পূৰ্ণক শুন্য, অর্থাৎ log 27697 এর মান 0748090. 


দ্বিতীয় তালিকার আছে 1' ব্যবধানে 0° হইতে 90? পর্যন্ত কোণগুলির _ 
সাইন ও কোনাইনের মান (এই সমস্ত সাইন ও কোসাইনকে স্বাভাবিক 
সাইন ও কোসাইন [ Natural sines and Natural cosines | বলিয়া 
অভিহিত করা হইয়া থাকে); সাইনের মান লিখিত হইয়াছে উপরের 
বামদিক হইতে আরম্ভ করিয়া উপর হইতে নীচে এবং ЗИФ হইতে 
ডানদিকে ; আর কোসাইন লিখিত হইয়াছে নীচের দক্ষিণদিক হইতে আরম্ভ 
করিয়া উপরের দিকে এবং ডানদিক হইতে বামদিকে। তালিকাটি এমনভাবে 
সাজানো হইয়াছে যে, যে-কোন কোণের সাইন উহার পুরক কোণের কোসাইন 
এবং ইহার ফলে একই তালিকাতে সাইন এবং কোসাইন উভয় মানই লিপিবদ্ধ 
* সম্ভব হইয়াছে। মূল তালিকাতে সাইন বা কোসাইন 10’ ব্যবধানে লিপিবদ্ধ 
করা হইয়াছে এবং 9144 মধ্যক অন্তর তালিকায় প্রতি 1' ব্যবধানে সাইন বা 
কোসাইনের ব্যবধান লিপিবদ্ধ করা হইয়াছে | মনে রাখিতে হইবে যে, কোণ 
যখন 0° হইতে 90° পর্যন্ত ক্রমান্বয়ে বৃদ্ধি পাইতে থাকে, তখন সাইন ক্ৰমান্বয়ে 
0 হইতে 1 পর্যন্ত বুদ্ধি পায় এবং কোসাইন ক্ৰমান্বয়ে 1 হইতে 0 পর্যন্ত হাস 
পাইতে থাকে বলিয়া, কোণ বৰ্ধিত হইলে মধ্যক অন্তর সাইনের ক্ষেত্রে 
যোগ কিন্তু কোসাইনের ক্ষেত্রে বিয়োগ করিতে হুইবে। অধিকন্ত 
প্রথম তালিকার ন্যায় মধ্যক অন্তর-তালিকার কেবলমাত্র সার্থক অঙ্কগুলিই 
লিপিবদ্ধ করা হইয়াছে এবং প্ররোজনমত বামদিকে উপযুক্ত-সংখ্যক 49 বসাইয়া 
পাঁচ দশমিক স্থান পূর্ণ করিতে হইবে। যেমন, তালিকার সাহায্যে 


sin 58"98/ ='80919 +00052="80264 44% сов 29°42 = "86802 
— 00029 = 86863, 


অনুরূপভাবে, তৃতীয় তালিকার অন্তর্ভুক্ত করা হইয়াছে 0° হইকে 90° পৰ্যন্ত 
1 ব্যবধানে ট্যানজেন্ট এবং কো-ট্যানজেপ্টের মান। মধ্যক অন্তরের তালিকার 


অংকগুলিকে পাঁচ দশমিক স্থান পর্যন্ত পূর্ণ করিয়া কোণের বর্ধিত মিনিট 
সংখ্যার জন্য ট্যান্জেন্টের ক্ষেত্রে যৌগ এবং কোট্যানজেন্টের ক্ষেত্রে 
বিয়োগ করিতে হইবে। 5 


লগারিদ্ম্‌ ১৭১ 


চতুৰ্থ তালিকার আছে 1^ ব্যবধানে 0° হইতে 90° পর্যন্ত লগারিদ্মিক সাইন 
এবং কোসাইন (মধ্যক অন্তর-তালিকা সহযোগে )। ৪-র লগারিদ্মিক সাইনের 
প্রতীক L sin Ө এবং উহা 10-105 sin 6-4 সমান, অনুরূপভাবে 0-4 
লগারিদ্মিক কোসাইনের প্রতীক L cos Ө এবং উহার মান 104-105 cos Ө; 
কোণানুপাতের ক্ষেত্রে মনে রাখিতে হইবে যে, 0° হইতে 90° পর্যন্ত সাইন এবং 
কোসাইনের মান, ০০ হইতে 45° পৰ্যন্ত 51405094 মান এবং 45° হইতে 90° 
পর্যন্ত কোট্যানজেন্টের মান এক অপেক্ষা TEE; অতএব, এই সমস্ত সংখ্যার 
লগারিদ্ম্‌ খণরাশি। অতএব, ভালিকাকে খণরাশি মুক্ত করিবার জন্য 
কোণানুপাঁতের яца তালিকাভুক্ত করিবার পুর্বে উহার সহিত 
10 যোগ করিয়! লওয়| হুয়। সুতরাং, তালিকাটি হইতে log sin 0 এবং 
log cos 0-3 পরিবর্তে L sin 0 এবং L cos 0-Я মান পাওয়া যায়। 

পঞ্চম তালিকায় মধ্যক অন্তর-তালিকা সহযোগে 17 ব্যবধানে 0° হইতে 90° 
পৰ্যন্ত লগারিদ্মিক 9714049 (D tan 0 = 10 + log tan 0) এবং লগারিদ্মিক 
কোট্যানজেন্ট (L cot 0 = 10 + log cot 6)-এর মান দেওয়া আছে। 


149, Fargas se Sse әу: 
(Principle of proportional parts.) 

মনে করি যে, প্রথম তালিকা হইতে প্রাপ্ত log 6257 এবং log 6908-44 
মানের সাহায্যে log 6957-6-91 মান নির্ণয় করিতে হইবে, বা তৃতীয় তালিকা 
হইতে প্ৰাপ্ত tan 53°29" এবং tan 53০94/-এর মানের সাহায্যে tan 53°28'20”- 
এর মান নিৰ্ণয় করিতে হইবে; অথবা চতুর্থ তালিকা হইতে প্রাপ্ত L cos 37°42" 
এবং Т, cos 87°43’-এর মানের সাহায্যে L cos 84948%-এর মান নিৰ্ণয় 
করিতে হইবে; কিভাবে তাহা সম্ভব ? 

এই সমস্ত ক্ষেত্রে সমানুপাতিক অংশ-সম্পকাঁয় তথ্য প্রয়োগ করা হয়। 
তথ্যটি নি্নলিথিতভাবে উল্লেখ করা যাইতে পারে ১_ 

, «একটি চলরাশি হ-এর নিয়মিত স্বল্পব্যবধানযুক্ত বিভিন্ন মান 
অনুযায়ী, হ-এর উপর নির্ভরশীল অপর একটি রাশির অনুক্লপ বিভিন্ন 
মান নিৰ্ণয় করিয়! তালিকাভুক্ত করিলে সাধারণতঃ দেখা যাইবে যে, 
নির্ভরশীল রাশির (ইহাকে বল! হয় যুক্তির জপেক্ষক বা function ) 
স্বল্পপরিবর্তন, *-এর মানের ( ইহাকে বলা হয় যুক্তি বা argument ) 
স্বল্পপরিবর্তনের সমানুপাঁতী হইবে ৷” 


এ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


আমরা উল্লিখিত তথ্য সত্য বলিয়া গ্রহণ করিব | উপযুক্ত সত্‌ উল্লেখপূর্বক 
ইহার পূর্ণাঙ্গ প্রমাণ Calculus বা কলনু শাস্ত্রের প্রয়োগ ব্যতিরেকে সম্ভব FF | 
যে সমস্ত তালিকার ব্যবহারিক ক্ষেত্রে আমর! এই তথ্য প্রয়োগ করিব সেই 
সমস্ত ক্ষেত্রে ইহার সত্যতা প্রায় নিধিচারে গ্রহণ করা যায়। 

নিম্নলিখিত 841554 এই তথ্যের প্রয়োগ দেখানো হইতেছে 2 

Ex.1. Given log 63374 = 4'8019111 and log 63375 = 48019180, 
find log 63`3743 and find the number whose logarithm is 9'3019136. 

এক্ষেত্রে log 63375--4:8019180 — ' 

এবং log 63374— 48019111. 


wer, সংখ্যাটি 1 বৃদ্ধি পাইলে লগারিদ্ম্‌ বৃদ্ধি পাইবে "0000069 
(সাধারণতঃ “1-44 জন্য অন্তর 69%-_-এইরূপ লিখিত হয়)। অতএব, 
সমান্গপাতিক অংশ-সম্প্কীর তথ্য অনুসারে সংখ্যাটি `8 বৃদ্ধি পাইলে লগারিদ্‌ম্‌ 
বৃদ্ধি পাইবে `3х`0000069 ব| "00000207 3i “0000091 ( 7 দশমিক স্থান 
45%) | 

WWW, Тоң 68374:8--4:8019111--:0000091--4:8019139. 

log 63'3743 = 178019139. 

পুনরায় 48019136 সংখ্যাটি 4:8019111 এবং 4:8019180-% মধ্যবর্তী 
এবং প্রথমটির সহিত ইহার অন্তর 0000095 ; অতএব, 48019136 অবশ্যই 
63374 ও 63375—442 দুইটি সংখ্যার মধ্যবর্তী কোন সংখ্যার লগাব্লিদ্‌ম্‌। 
মনে করি যে, সংখ্যাটি 63374 + z. 


1-47 wg অন্তর 69 (অর্থাৎ `0000069) এবং %-এর জন্য অন্তর 95 
(অৰ্থাৎ “0000025 ) বলিয়া সমানুপাতিক অংশ-সম্পৰ্কায় নিয়ম অনুযায়ী 
69:95-1:: অৰ্থাৎ zx=25='396:---. 
অতএব, log 68374`36--. = 48019136. 
এক্ষণে নির্ণেয় সংখ্যাটির লগারিদ্ম্‌ 278019136 অর্থাৎ অংশক log 68974:26- 


এর অংশকের সমান। Va, নিৰ্ণেয় সংখ্যাটি 63274:26-44 ন্যায় একই ভ্ৰমে 
সজ্জিত একই WU দ্বারা গ 


(5% হইবে এবং ইহার পূর্ণক — বলিয়া সংখ্যাটি 
হইবে :06887490-... 
Ex. 2. (i) Given L sin 87° 43! 50" =9°7867152 
| L sin 37°44' = 9:78 
find L sin 3748/56". K 


লগারিদূম্‌ ১৮১ 


(а) Given L tan 79° 51 40" 2107475657 


L tan 79° 51” 50" 10745760879, 
find the angle whose L, tan is 10774765329. ГС. U. 1921 ] 


(i) এর ক্ষেত্রে 10" ( কোণের অন্তর )-এর জন্য L sin এর মানের অন্তর 
=972 ( অৰ্থাৎ 0000272 ). 


6" এর জন্য অন্তর = ү x 979 = 163`9 ( অর্থাৎ 00001689). 
`. L sin 37° 43' 56" =9`7867152 + (0000163 — 97867315. 
(ii) এর ক্ষেত্রে যে-কোণের L tan = 1077476532, তাঁহা 79° 51’ 40" এবং 
79°51'50" এর মধ্যবৰ্তী। মনে করি যে, নির্ণের কোণটি 79° 51 40" +". 
এক্ষণে, 10" (কোণের অন্তর )-এর জন্য T, ৮৮০-এর মানের Sis 1915 
অৰ্থাৎ (0001915). 
এবং 27-48 জন্য অন্তর 875.( অর্থাৎ 0000875 ), 
[7.7 107476532 — 107475657 = 0000875. ] 


z _ 875 E 
101918 বা 2-798 (প্রায়) 


ЕСН কোণ 79° 517 47", 


Ex. 3. Tires cos 58° 17 ='5957191 amd diff. for 1/ = 9474, 
find cos 58° 17' 9 


10 eae HM জন্য অন্তর = 9474. 
90" > » » -$8x9474-895. (AT) 


কোণ বৃদ্ধি পাইলে কোসাইন হাস পায় বলিয়া, 
cos 58° 17’ 90" ="5257191 — 70000895 = `5956366. 


Examples XIV(b) 
1. Given log 18°906=1°2765997 and log 18'907 —1'9766996 
find log 18907635. 
2. Given log 69714 — 48433900, log 69715 = 48452969, 
find log ( 000697145). 


8. Given log 37602=4°5752109, log 37601 = 45751994, 
find the number whose lagarithm is 15752086. 


D 


১৮২ 


উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 
Given log 3 — 4771913 
log 74008 = 48692787, diff. for 1' = 59, 
find (09). 


Given cos 32° 16” —8455796 and cos 39° 17/— "84541729, 
find the value of cos 32° 16’ 94” 


and find the angle whose cosine is "8455176. 
Find tan 38° 24’ 37°5", having given 
tan 38° 94/ = '1995909 and tan 38° 95’ = 77980640. 
Given T, sin 44° 17’ = 98490849 
and  L sin 44° 18'=9'8441187, 


find) аш 44917282! “Deduce the value of 


10. 


11. 


12. 
13. 


14. 


L совес 44° 17’ 33". 


Given L sin 36° 24’=9'7733614 
L sin 36° 25' = 97735327, 
find the angle whose Ти sin is 9'7734649. 


If L cot 53° 13’ = 9'8736937 
L cot 53° 14’ =9'8734309, 
find 0 where L cot 0 =9'8734523. 


Given L tan 22° 37’=9°6197205, diff. for ]/= 3557, 
find the value of L tan 22° 37’ 99" 
and the angle whose L tan is 9°6195283. 


Prove that, 9 being any acute angle, 
L sin 0 + L cosec 0=L cos 0 +L sec 0 
=1 tan 0 +L cot 0 = 90. 


Given L соз 36° 40'=9`9049411, find L sec 36° 40’. 
Given T, cos 34° 44! = 


9'9147799, L cos 34° 45/ = 979146859, 
find the value of L co 


в 34° 441 07", 
Given L sin 36° 40'=9'7760897 

Т cos 36° 40'=9'9049411, 
find L tan 36° 40’, 


লগারিদ্ম্‌ ১৮৩ 


15. Prove that the difference of tabular logarithms of any two 


ratios is equal to the difference of the logarithms of those two 
ratios. 


16. Ifsin 0- 8, find 6, 
given log 9 = '3010300, 
L біп 53° 7' — 99030136, L sec 36°52’ =10'0968916. 
17. Find the value of 
sin 34° 17’ x cos 77° 93" 
tan 27° 19’ 
given L sin 12° 37' —9:3393, L сов 55° 43’ = 97507, 
L tan 62° 45'=10'2891, and log 93:94 = 1`3791. 


ANSWERS 
| 
1. 3°2766077. 2. 1'3686646.. 3. 37'6018. 4. "74008927. 
5. `8455104 ; 32° 16’ 21". 6. "7928863. 
7. 9:8440554, 101559446. 8. 36° 94' 36". 9, 58°18’ 55". 
10. 9°6198509 ; 22° 86’ 98". 12. 10109527589. 18. 9'9147334, 


14. 9'8718486 16. 0=50° 7’ 48" nearly. 17. ‘2394. 


পঞ্চদশ অধ্যায় _ 
ত্ৰিভুজেন সমাধান 


(Solution of Triangles ) 


151. একটি faga তিনটি বাহু এবং তিনটি কোণ, মোট এই ছয়টি 
অংশ। অবশ্য ইহারা পরস্পর নিরপেক্ষ নর, ইহারা ত্রয়োদশ অধ্যায়ে প্রমাণিত 
স্থত্ৰাবলীর দ্বারা সংশ্িষ্ট। বস্তুতঃ, মাত্র তিনটি-অংশ দেওয়া থাকিলে অন্যান্য 
অংশগুলিও তাহাদের সাহায্যে সাধারণতঃ নিৰ্ণয় করা! যায় এবং সংশ্লিষ্ট 
ত্রিভুজটির সম্পূর্ণ বৈশিষ্ট্যই নিৰ্ণাত হয়। নিয়লিখিত বিভিন্ন ক্ষেত্রগুলি кең] 
সম্ভব £ 

(1) তিনটি বাহু দেওয়া থাকিতে পারে, 

(2) তিনটি কোণ দেওয়া থাকিতে পারে, 

(8) দুইটি বাহু এবং অন্তর্ভূত কোণ দেওয়া থাকিতে পারে, 

(4) দুইটি কোণ এবং একটি বাহু দেওয়া থাকিতে পারে, 

(5) দুইটি বাহু এবং একটি বিপরীত কোণ দেওয়া থাকিতে পারে। 
আমরা এইগুলি সম্বন্ধে একে একে আলোচনা করিব | 


152. fees aie নিদিষ্ট elfe cen ভিজে ==. 
শা (Three sides given). 


মনে করি, ABO ত্রিভুজের এ, b, ০-এই তিনটি বাহু দেওয়া আছে। 
050414 দুইটি বাহুর সমষ্টি তৃতীয় বাহু অপেক্ষা বৃহত্তর হইলে, জ্যামিতিক 
প্রণালীতে заб অঙ্কিত করা যাইবে এবং কেবলমাত্র একটি ত্ৰিভুজই অঙ্কন 


করা সম্ভব হইবে অর্থাৎ ইহার কোণগুলির মাত্রাও Бб হইবে। যেকোন 
কোণ, যথা A, নিৰ্ণয় করিতে হইলে আমরা 


2 eX 
cos A =Ü +c? —a* 


9bc 
এই কুত্রটি প্রয়োগ করিয়া cos A নির্ণয় করিতে পারি; পরে কোসাইনের 


তালিকার সাহায্যে &-এর মান নিৰ্ণয় করিতে পারি। স্পষ্টই দেখা যায় যে, 


\ 


ব্রভুজের সমাধান ১৮৫ 


কোণটি একটি ত্রিভুজের কোণ বলিয়া উহা 0 এবং леч মধ্যবর্তী হইবে, এবং 
এই সীমার মধ্যে নির্দিষ্ট কোদাইনবিশিষ্ট কোণের কেবলমাত্র একটি মান 
থাকিবে | অতএব, কোণটির মান নিৰ্দিষ্টভাবে নির্ণীত হইবে | 

এইস্থলে আমর একটি বিষয় পরিফার করিতে চাই 1 যদিও ব্যবহৃত заб 
সত্য, তবুও যে তালিকা হইতে কোণগুলির মান নির্ণয় করা হয় তাহাতে 
কোসাইনের আসন্ন মান দেওয়া থাকে বলিয়া নিৰ্ণীত মানগুলিও কোণগুলির 
আসন্ন মান মান্র। কলন (Саши) সাহায্যে উচ্চতর গণিতে প্রমাণিত 
হইয়াছে যে আসন্নমীনযুক্ত ভালিক| হইতে বদি কোণগুলি নির্ণীত হয় 
তাহ হইলে উৎকৃষ্টভম কল পাওয়! বায় লগারিদ্মিক ট্যানজেন্টের 


সাহায্যে নিৰ্ণীত মান হইতে ; কারণ, চারি আসন মানযুক্ত D fanc 
তালিকা হইতে প্রাপ্ত মান, আদন্নমানযুক্ত সাইন বা কোসাইনের তালিকা হইতে 


প্রাপ্ত মান অপেক্ষা বিশুদ্ধতর হইবে | 
সুতরাং, কোন উপযুক্ত ট্যানজেন্ট wa জানা থাকিলে আমরা তাহাই, 
ব্যবহার করিব। সেইজন্য বাস্তব ক্ষেত্রে A নির্ণয় করিতে হইলে 


[ = sz bs - o) [59a 04 0)] 
9 s(s— a) 3 
এই সুত্রটির গ্রয়োগই বাঞ্ছনীয় । 


উভয়পক্ষের লগাব্লিদ্‌ম্‌ লইয়া 10 যোগ করিলে L tan А মান Ве 


ইয় এবং তাহার সাহায্যে А অর্থাৎ A নিৰ্ণয় কর! যায়। অনুরূপভাবে В এবং 
০-ও নিৰ্ণীত হইতে পারে | 

যদি কোনও ক্ষেত্রে tan Ая মান কোন বিশিষ্ট কোণের মানের সহিত 
সমান হয় তাহা হইলে লগারিদ্মূ-এর প্রয়োগ নিশ্রয়োজন | 


Ex. The sides of a triangle are 2, 3, 4. Find the greatest 
angle, having given 
log 2—'80108, log 3 = 4171213. 
L tan 59214! 5101108395, L tan 52°15’ = 101111004. 


এক্ষেত্রে, s-1(94344)-$. 


№ 
১৮৬ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 
বৃহত্তম বাহু 4-কে "দ্বারা চিহ্নিত করিলে, বৃহত্তম কোণ A (৫-এর বিপরীত 


কোণ ) নিয়লিখিতভাবে নিৰ্ণীত হইবে : 
A (s—b\(s=c)_ /(%-9)8-38) 
টু s(s— a) 3-4) 


L tan $A=10+4(log 10 108 9 — log 3) 
=10 + 3(1 — 180103 — 4771913) =10'1109944, 
এক্ষণে, Titan ЖА সংখ্যাটি L tan 52°14’ এবং L tan 59°15-এর 
মধ্যবৰ্তী, অর্থাৎ ВА কোণ 50914” এবং 59915'-এর মধ্যবর্তী 9804 | 
মনে করি যে, ФА = 59°", 
অতএব, -এর জন্য অন্তর = 0000849, 
এবং 1' অর্থাৎ 60%-এর জন্য অন্তর 70009609. 


s 849 বাঁ GOXB49 2. 
60 2609 ব' 2= 9609 -195 (প্ৰায়) 


অতএব, — dA-52'1419"5 অৰ্থাৎ, A=104°98'89". 

153. = কোল Ее হহুলে Керсет 
সমাধান (Three angles given). 

এক্ষেত্রে ত্রিভুজের সম্পূৰ্ণ সমাধান অসম্ভব, কারণ তিনটি নির্দিষ্ট কোণের 
সমান কৌণবিশিষ্ট অসংখ্য ত্ৰিভুজ অঙ্কিত করা সম্ভব। এই সমস্ত ত্রিভূজগুলি 


সদৃশকোণী (equiangular) বলিয়া সদৃশ (similar) হইবে; ইহাদের বাহুগুলির 
অনুপাত 


ЕО: সাহায্যে নি 
sin À sinB ano | v নির্ণয় করা 


9:b:c-sinA:sin В; sin 0. 


Ex. The angles of a triangle are in the ratio 29:8: 7. Prove 
that the sides are in the Tatio of /2:9: (4841). 


কোণগুলির FRING এ: 3: দ এবং উহাদের সমষ্টি 180° বলিয়া, কোণগুলি 
যথাক্রমে 30°, 45° এবং 105° হইবে | 


ত্রিভুজের সমাধান ১৮৭ 
অতএব, বাহুগুলির অনুপাত sin 30° : sin 45" : sin 105° 


ZI ae 43:92:81). 


Examples XV(a) 


E 1. The sides of a triangle are 24, 99, 14 ; find the least angle, 
given L tan 17° 33” = 9500042, diff. for 1' —439. 
2. The sides of а triangle are 50, 36 and 28; find the greatest 
angle, having given 
log 19 =1'2787536, log 99 —1'4693980 
L tan 51° 0 = 1070916308, L tan 5121” = 100918891. 


3. The sides of a triangle are 9, 10 and 11; find the angle 
Opposite to the side 10, given 
L tan 29° 30' —97596490, T, tan 29° 29' = 97523472, 
log 2—:80103. ` ГС. U. 1943 ] 
4. Тһе sides of a triangle are 2, 3, 4. Find all the angles 
correctly to degrees and minutes by the help of mathematical 
tables, 
5. (i) The sides of a triangle are 15, 19, 24; find the greatest 
angle of the triangle. 
Given log 5°7="75587, T, cos 88° 59’=8'24903 
diff. for 1' = 718. ГО. U. 1936 1 
amd seconds 


_ (i) Find the greatest angle in degrees, minutes 
in a triangle whose sides are 5, 6, 7, having given 


log 6 ="7781513 
L соз 39° 14’ = 98890644, diff. for 60” = 0001032. 
6. (i) The sides of a triangle are 7, 8, 9; solve the triangle. 
[ 0. U. 1938 1 
(ii) It а= 35, b= 40, c= 66, determine the greatest angle. 
[ C. U. 1945] 
[ Use Mathematical Tables ] 


7. Given a= 4/6, b 2, o— 5/8 – 1; solve the triangle. 


. 8. Given a=2, b= J2, c= „/8 +1; solve the triangle. 


১৮৮ উচ্চমাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 
9. 164৯৭, b=5, c—8, solve the triangle. 
Given cos 38? 11' = ii. 
10. Ifa=3+ J/3, b-2 8, c= A/3, solve the triangle. 


11. The angles of a triangle are 105°, 60° and 15°; find the 
ratio of the sides. 


12. Tf A=45°, B=60°, show that ¢:a=(/3+1):9, 


13. The angles of a triangle are as 1: 9: 7 ; find the ratio of 
the greatest side to the least side. 


14. Ifcos А-%, сов B-$, finda: b: с. 


15. Тї the angles adjacent to the base of a tri 


angle are 2229 
and 1192, show that the altitude is half the base. 


16. If the sides of a triangle are 4, 5, 6, show that the greatest 
angle is double the least. 2 


ANSWERS 

1. 35° b! 49", 2. 102? 1' 98". 8. 58° 59' 88", 

4, 104° 30' ; 46? 36' ; 28° 54", 5, (i) 86° 59” 49:9", 
(ü) 78° 27’ 46:86”. 6. (i) 48° 11’ 93" ; 58° 04" 42”; 78° 23 54", 
(ü) 132° 34" 24", 7. A=120°, B=45°, = 15*, 

8. A=45°, B=30°, 0—105*, 9. A=60°, B=38° 11^, 0-812 49”, 

10. A=105°, B=45°, C=30°. 11. (3+1): №6: (4/3—1). 
13. (454-1) : ( 5-1). 14. 3:4:5. 


154. ӘШПЕ বাহু এবং cre сере নিদি 


শালি кесет সনম্াশ্ৰান্ন ৪ (Two sides and the included 
angle given), 


মনে করি যে, АВО ত্রিভুজের দুইটি বাহু এবং উহাদের ASS (included) 


কোণের মান, b, ০ এবং А; জ্যামিতিক প্রণালীতে এই ত্রিভুজ অতি সহজেই 
অঙ্কিত করা যায় এবং একটিমাত্র XS পাওয়া যায়। অপর দুইটি কোণ 


নিৰ্ণয় করিতে হইলে আমরা নিয়োক্ত সুত্র দুইটির সাহায্য লই; যথা 


B*0-180-A অর্থাৎ, 3(B + C)=90°- 3A : 


ত্ৰভুজের সমাধান ১৮১ 


এবং tan — “+в ts 
অর্থাৎ E оао А 
ais, L tan 9 = 10 + log (е сов 
= log P52 + I, cot 25 


এক্ষণে D, с এবং А প্রদত্ত রাশি বলিয়া দক্ষিণ পক্ষের মান নির্ণয় কর! যায় 
এবং ইহারই সাহায্যে পাওয়া যায় D tan (В – 0) অর্থাৎ 4(B — 0)-এর মান। 

অতএব, (B+C) এবং $(73-0) উভয়েই নিৰ্ণীত হওয়ার দরুণ আমরা 
যোগ ও বিয়োগ ক্রিয়ার সাহায্যে যথাক্রমে В এবং 0-এর মান নির্ণয় করিতে 
সক্ষম হইব। 

159 অনুচ্ছেদে ট্যানজেন্ট স্থত্রের প্রয়োগের কারণ পূর্বেই বণিত হইয়াছে। 
В এবং 0 নির্দিষ্ট হইলে আমরা 

45 ত এর সাহায্যে ০এর মান নির্ণয় করিতে পারি। 


sn А sinB sin 
Ex. In a triangle, Ь=995, с-1775, А=54°, find В and C, 
having given 
log 9—'801030, — L tan 63°=10°292834 


L tan 18° 47' —9'389794, Г tan 13° 48’=9°390270 
ГС. 0. 1931] 


‚ 08+0)=90°-3А=90°-27°=63° ** (i) 


পুনরায়, tan в-02 b e = { 2 cot 27° = Stan 68°, 


. L tan (B - O) = іар 68° — 3 log 2 
=10'292834 — "903090 = 9389744. 


এক্ষণে, L tan 13° 47/ = 9380724, এবং L tan 13° 48’ = 91390270. 


অতএব, 3(B-0)-13^ 47 z" এবং 2799 99 পার্থক্য = 000090. 


1 অর্থাৎ 60"-এর জন্য পার্থক্য = 000546. 
90х60 


a 90 a be 
в СМ 
অতএব, 1B-0)-19^ 47 "এ (প্রায়) * (в) Š 


(i) এবং ()-এর সাহায্যে B =76° 471 9272 এবং 0=49° 127 57"8. 


"১৯০ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


155. লুহুভি কোণ eme এটি == নিৰ্দষ্ট 
শ্াক্ৰিলে fecere সমাশ্ৰান্স (Two angles and a side 
` given). 


মনে করি যে, ত্রিভুজের একটি বাহু а এবং দুইটি কোণ rey] আছে। 


তিনটি কোণের সমষ্টি ছুই সমকোণ বা 180° বলিয়া তৃতীয় কোণটিও নিৰ্ণয় কর! 
যায়। অপর দুইটি বাহু ৮ এবং ০ নির্ণয় করিতে হইলে 


= ibs mom 
sim А sinB sin G 
এই заб ব্যবহার করিতে হইবে | 


Ex. In a triangle ABO, A=38° 90, B=45° এবং b=64 ft. 


fi 
Find c, having given log 2—'30103, L sin 83° 90' = 9'99705 and 
log "089896 = 295374. 


এক্ষেত্রে, 0-180? - (A + B) = 180? – 83° 90” 


oipe ib 
ШО» віп О sinB 


с 64 ৰ 64 _ їз. 
sin (180° —83° 20) sin 45° 1/,/8 94 V2=2" 
13 
c=2* gin 83° 90 


2 
18 


log c = 5 log 2+ L sin 83° 90' — 10 
= (30108) +9'99705 — 10 = 1'95374, 
অতএব, log ০-এর অংশক log '089896-43 অংশকের সমান, কিন্ত ইহার 
পূ্ণক 1; অতএব, с=89'896 ফুট | 


অথবা, 


Examples XV(b) жаб. 


Van Two sides of a triangle aro 8 and 5 feet and the included 
angle is 120°; find the other angles, haying given 
log 4'8 = "6819419 
L tan 8° 12'=9'1586706, diff. for 60" = 8940, 
+ 2. 1201300, 07 1400 and A=<60°, 
Given log 3 = 4771913, 


L tan 3° 40 = 88067499, dift, for 10" = 3306. 


[ 0. 0. 1949 ] 
find B and C. 


ত্রিভুজের সমাধান ১৯১ 


3. Ifa=21, b=11, C=34° 49” 30”, find A and В. 
Given log 8='30108, С 
and L tan 79° 38’ 45" = 1050515. 
4. Tf the sides a and b are in the ratio 7 : 3 and the included. 
angle С is 60°, find A and B, given 
log 2—'3010300, log 8- 4771913 
L tan 34° 42’=9°8403776, diff. for 1’=2699. 
5. Two sides of a plane triangle are 14 and 11 and the 


included angle is 60°. Find the remaining angles, having given 
L tan 11° 44’ = 9'3174999, L tan 11° 45’ — 93180640. 


[ 0. 77. 1999] 
. 6. (i) Two sides of a triangle are 80 and 100 ft. and the 
included angle is 60°. Find the other angles. [ G. U. 1946 ] 


(ii) If a=5, b=3, C=70° 80, find the remaining angles. 
Gii) If a=39'9, b= 48'9, О =38° 14’, solve the triangle. 
[ Use Mathematical Tables ] 
7. (i) In a plane triangle, b = 540, c= 420 and A=52° 6’; find 
B and C haying given 
L tan 26° 3' =9'6891430, 
L tan 14° 20’ = 9`4074189, L tan 14° 21 = 94079453. 
9 [ C. 0. 1934 ] 


Gi) Given a=70, b=35, 0-36" 5212", log 3—0'4771213, 
Lcot18*96/6"— 10747719139. Calculate the other two angles 
À and B. ГС. U. 1935, 37 1 


8. Ша-29,/6,с-6-2,/8, B=75", solve tho triangle. 


. 9. Two sides of a triangle are J/3+1 and (3-1 and the 
included angle is 60° ; solve the triangle. 


10. (i) If a=2, b=1+ J/3, © =60°, solve the triangle. 
(ü) If a=9, b=4, 0 = 60%, find A and В. 
11. If a=19, B=52° 98” and 60-93% 40’, find b, having given 
log 27088 = 44319746 ; log 19 = 12787536 ; 
log 27037 = 4°4319585 ; 
L sin 52° 28’ = 98992727, L sin 33? 52’=9°7460595. 


১৯২ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


12. If B=45°, C=10° and a= 900 ft., find b, having given 


log 2= "80103, L sin 55°=9:'9133645 
log 17264—3:2371414, log 17965— 32371666. 
[ C. U. 1947 ] 


19. IfA—41' 13" 29", B=71° 19' 5", and a=55, find b, given 
log 55 = 177403697, log 79063 = 478979775 
L sin 41° 13” 99”=9'8188779 
L sin 71° 19’ 5"= 99764927. 

14. (i) If B=70° 30’, C=78° 10, a— 102, solve the triangle, 
(ii) If a—39, A=81° 35’, B=97° 55’, solve the triangle, 
(iii) It A=37° 15’, B=72° 5’, а=75'9, find b and c. 

[ Mathematical tables should be used ] 
15. IfA=75°, В=30°, b= ,/8, solve the triangle, 
16. If A=30°, B=45°, b=2, solve the triangle. 


17. In a triangle in which each base angle is double of the 
third angle, the base is 2 ; Solve the triangle. 


18. Given a= БТ, А=60°, A=9 A/8, find b and с. 


ANSWERS 
1. B=98° 19! 48”, 0৯91৭ 47’ 19", 
2. B=56° 19’ 46'3”, 0=63° 4071977, 
8. A=117° 88! 45", B=27° 38’ 45". 4. A=94° 42! 54", B=95° 17! би, 


5. B=71° 44! 99:5", 0= 48% 15! 8051, 6. (i) 70° 53! 86”; 49° 6) 14", 
(ii) 74° 13” 507, 35° 16° 10". (ii) A=64° 211, B=77° 25’, e= 97:39, 
7. (i) B=78° 17 899", 0= 49° 86! 904”. (i) 116° 981 54" ; 96° 397 54", 


8. A=B=75°, 0০80০ ৮2১৫০, 9. 4J6, 15°, 105°. 
10. (i) A= 45, B= 75%, c= 4/6, (ii) A=30°,B=90°. 41, 970975. 
12. 17270486 ft. 13. 79:063. 4 14 (i) A=31° 20’, 5—185, с=199, 
(ii) b=18'46, ০= 37:16, 0-70: 801, (টিটি 
15. 0=75°, а=с=2 /8+9, 16. 0=105°, a= N2, c= 34-1. 


17. 72°, 72°, 36°; each side= N5+1. 18. 8,1, 


ত্রিভুজের সমাধান ১৯৩ 
156. 2818 বাহু aa Sacra «== = 
calc নিদিষ্ট থাকিলে fastera ANA (Two sides 
and an opposite angle given) š 
মনে করি, ABO ত্রিভুজের b এবং ০_এই দুইটি বাহু এবং & বাহুর বিপরীত 
কোণ B দেওয়া আছে। 
n B. 


এক্ষেত্রে sin С _sin B বা sin c= C5! 
c b b 


এই স্থত্ৰের সাহায্যে 0-কোণের মান নিৰ্ণয় করা যায়। 

এক্ষণে তিনটি বিভিন্ন ক্ষেত্র উপস্থিত হইতে পারে | যথা ঃ 

(i) csin B > b; এক্ষেত্রে sin 0 এক অপেক্ষা বৃহত্তর, অতএব) C 
নির্ণয় করা যায় না; অর্থাৎ এক্ষেত্রে কোন ত্ৰিভুজ অঙ্কিত কর] সম্ভব Я | 

Gi) c sin B=b: এক্ষেত্রে sinC=1; অতএব, C=90° এবং 
A=90°-B; স্তরাং এক্ষেত্রে АВО একটি সমকোণী ত্রিভুজ যাহার O কোণ 
সমকোণ; এবং, c? =a? +b? বা a= ২/০৪_ 63—43 স্ুত্রের সাহায্যে ৫ বাহু 
নির্ণয় করা যায়। 

(iii) csin B < b: এক্ষেত্রে sin 0 এক অপেক্ষা FAST; অতএব, 
0-এর মান নিৰ্ণয় করা সম্ভব। কিন্তু সম্পূরক কোণের সাইন সমান হয় বলিয়া, 
ত্রিভুজের এই কোণটি s= বা স্থলকোণ 922 হইতে পারে | অতএব; 0-এর 

টি মান পাওয়া যায় যাহারা পরস্পর সম্পূরক। এইথানেও তিনটি বিভিন্ন 
CRE উপস্থিত হইতে পারে। 

ক্ষেত্র А: দুইটি বাহুর মধ্যে ১ > ০ হইলে, В>0; কাজেই 0 
স্থলকোণহইতে পারে না, কারণ, সেক্ষেত্রে B-S স্থলকোণ হইবে, অর্থাৎ B ও 0 
কোণের সমষ্টি দুই সমকোণ অপেক্ষা বৃহত্তর হইবে | অতএব, О কেবলমাত্র 
RATS হইতে পারে। এক্ষণে, В এবং 0 উভয়েই নিদ্দিষ্ট হইলে 
А+В+О=180° বলিয়া এ-ও নিৰ্ণীত হইবে | অতঃপর, 


A লন 36 এই wur সাহায্যে এ-বাহু নিৰ্ণীত হইবে। 
অতএব, ত্ৰিভুজটির কেবলমাত্র একটি সমাধান সম্ভব | 

GRAB: b=c হইলে 73০, এবং এক্ষেত্রেও 0 স্ুলকোণ হইতে 
পারে 41; কাজেই, 0-কে геі কল্পনা করিলে ক্ষেত্র 4-এর অনুরূপ এক্ষেত্রেও 
ত্ৰিভুজটির কেবলমাত্র একটি সমাধান সম্ভব | 


১৩ 


১৯৪ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


ক্ষেত্র 0: b<c হইলে В<0; অতএব, 0 সুন্মকোণ বা স্থলকোণ 
উভয়ই হইতে পীরে, এবং এক্ষেত্রে সম্পূরক দুইটি কোণই Эш করিতে হইবে | 
সুতরাং b, с এবং В নির্দিষ্ট থাকিলে দুইটি ত্ৰিভুজ অঙ্কন করা সম্ভব হইবে | 
0-এর প্রতিটি মানের জন্য А ভিন্ন হইবে এবং ইহার মান নির্ণীত হইবে 
А+В+0=180°——43 was সাহায্যে। অতঃপর €-বাহু নির্ণয় করিতে 
a 5৯158 А 
Sin А sinB sin G এই সুত্রের সাহায্য লইতে হইবে | 
ত্রিভুজের সমাধানের এই ক্ষেত্রকে (যেক্ষেত্রে ৮, ০ এবং D নির্দিষ্ট এবং 
b > c sin B, কিন্তু < c) বলা zx HAS (ambiguous) ক্ষেত্র | 
উপরোক্ত ফলাফলগুলি সংক্ষেপে নিশ্নলিখিতভাবে উল্লেখ করা যায় ঃ 
একটি ত্ৰিভুজে р, с, В নির্দিষ্ট এবং 
(i) b < c sin В হইলে, কোন ত্রিভুজ অন্ন সম্ভব নয় | 
Gi) b— c sin В হইলে, সমাধান হইবে একটি নিৰ্দিষ্ট সমকোণী ত্ৰিভুজ | 
(i) b > ০ (কাজেই > c sin B) হইলে, 0 স্থন্মকোণবিশিষ্ট একটি- 
মাত্ৰ ত্ৰিভুজ অঙ্কন করা যাইবে | 
(iv) bc (কাজেই > c sin В) হইলে, একটিমাত্র ত্ৰিভুজ sixa কর| 
যায় যাহার 0 কোণ হইবে স্থক্মকোণ | 


(у) b > c sin B, কিন্তু << ০ হইলে, দুইটি সমাধান সম্ভব ও এই ক্ষেত্ৰকে 
বলা হয় 84% стщ | 


157. Se свода ебә === 


(Geometrical treatment of ambiguous case) 3 


দুইটি বাহু এবং উহাদের একটির বিপরীত কোণ, 44-5, с, В দেওয়া 


থাকিলে জ্যামিতিক প্রণালীতে ত্রিভুজ অঙ্কন করিয়া উপরোক্ত বিষয়গুলি আরও 
পরিফার করা যায়। 


CBS সমান করিয়া / ABX অঙ্কিত করিয়া উহার একটি বাহু হইতে 
BA "INT ০এর সমান করিয়া কাটিয়া লওয়া হইল। AN সরলরেখা Axe 


AN , 
উপর TU হইলে, 4]; зш В; অতএব, AN = AB sin B= ç sin В, এখন ' 


A কেন্দ্ৰ এবং b ব্যাসার্ধ লইয়| একটি বৃত্ত অঙ্কিত করা হইল | 


ত্রিভুজের সমাধান ১৯৫ 

প্রথম CHAS ১ < o sin অর্থাৎ <AN হইলে, Fels BX বাহুর 

সহিত একেবারেই মিলিত হইবে না অর্থাৎ কোন 19952 অঙ্কিত করা সম্ভব 
হইবে না। (চিত্র (i) দ্ৰষ্টব্য ) 


A 


Fig, (iii) Fig. (іу) 
দ্বিতীয় Qua: b=c sin В অৰ্থাৎ = AN হইলে, ТЕ Bমু-কে 5-4 
সমবিন্দু 0-05 স্পর্শ করিবে; (চিত্র (ii) দ্ৰষ্টব্য ) | অতএব, একটি সমকোণী 
ত্ৰিভুজ উৎপন্ন হইবে যাহার TET AB ও AC এবং কোণ В যথাক্রমে নির্দিষ্ট 
বাহ b, с এবং কোণ ]3-এর সমান হইবে | অতএব, АВО নির্ণেয ত্ৰিভুজ | 


তৃতীয় ক্ষেত্র ঃ ৮ > c > AB হইলে, {єў BX- ]3-বিন্দুর উভয়দিকে 
অবস্থিত 0 এবং 0--এই দুইটি বিন্দুতে ছেদ করিবে (চিত্র (ін) দ্রষ্টব্য )। 
ABC’ ত্রিভুজের ABS AG’ বাহুদ্বয় যথাক্ৰমে ১ এবং ০-এর সমান হইলেও 
LABO নির্দিষ্ট কোণ ]3-এর সমান না হইয়া উহার সম্পূরক হইবে। অতএব, 
ДАВС’ С সমাধান নয়। এক্ষেত্রে মাত্র একটি (5992 অঙ্কন করা 
সম্ভব। 


চতুর্থ ক্ষেত্র ঃ ৮-০ sqis= AB হইলে, একটিমাত্র ত্ৰিভুজ АВО 554 
করা যায়, কারণ পূর্বোক্ত ক্ষেত্রের 0, В-<4 সহিত অভিন্ন হইবে | 


m উচ্চ-মাধ্যনিক ত্রিকোণমিতি 


পঞ্চম GRAS b > ০5০ В অর্থাৎ > AN, কিন্তু < ০ (বা AB) 
হইলে, TO BX В বিন্দুর একই দিকে О, এবং 0, এই দুইটি বিন্দুতে 
ছেদ করে [চিত্ৰ Gv) 894711 ABC, এবং A4B0,_এই দুইটি ত্রিভুজেরই 
তিনটি অংশ নির্দিষ্ট তিনটি অংশের সমান এবং এই দুইটিই সম্ভাব্য সমাধান। 
অতএব ইহাই ছ্যর্থক ক্ষেত্র | 
158. Se сезсе Dela Sco (Algeb- 
raic Discussion) 3 
b, c এবং В দেওয়া থাকিলে, 62 = с2 +a? — 9ca cos В এই সমীকরণের 
সাহায্যে আমরা প্রথমে 0 নির্ণয় না করিরা ৫-র মান নির্ণয় করিতে পারি | 
এই সমীকরণকে 4-41 দ্বিঘাত সমীকরণ কল্পনা করিলে 
a° _ 200 cos B +c? — p° = 0, 


এবং ইহা সমাধান করিলে » 


G) b < osin B হইলে 0° 0° sin*B ANAF হইবে ; অর্থাৎ ач 
দুইটি মানই হইবে কাল্পনিক (অতএব, কোন প্রকারের সমাধান অসম্ভব ) | 
(ii) b=c sin B হইলে, b? — c? ৪18১0; অতএব, ৫-র দুইটি মান 
বাস্তব এবং পরস্পর সমান | 
(এক্ষেত্রে একটিমাত্র সমাধান এবং ত্রিভুজের C কোণ সমকোণ, যেহেতু 
б-с sin В). n 
- (ii) b > c sin B হইলে, 52 — c? gin? B ধনাত্মক হইবে অর্থাৎ “4-4 
দুইটি মান হইবে বাব এবং পৃথক্‌, কিন্তু উভয় মান সর্বত্র оа হইবে না | 
(D) b> ০ অর্থাৎ 5* > c*(sin?B +cos*B) হইলে, b? — сз sin2p 
= © ০৪% অর্থাৎ „оттар > c cos В হইবে, এবং এ-র একটি 
মান ধনাত্মক এবং অপরটি খণাত্মক হইবে। (অতএব, একটিমাত্র সমাধান 1) 
(2) ৮৯০ হইলে, 51-02 Sin*B —c? — c? sin°B=c? cos?B 
অতএব, ат একটি মান ( অতএব, একটিমাত্র সমাধান 1) 
д (8) x < c অর্থাৎ be < c" (sin? B + сов? В) হইলে, b? — c? sin?B 
< с? cos? В; অর্থাৎ V6? 02 sins < ০০০৪ В; স্থতরাং, ৫-র উভয় 
মানই বাস্তব এবং ধনাত্মক ( অতএব, এক্ষেত্রে দুইটি সমাধান 58091) 


ইহা wis ক্ষেত্রের বীজীয় আলোচনা (algebraic discussion) | এই 
প্রণালীর সাহায্যে একটি প্রশ্নের সমাধান দেওয়া হইল : 


| 


3 


ত্রিভুজের সমাধান ১৯৭ 
Ех.1. № а triangle, b=15 ft, c=10 fi, В=60°. Find a 
and A having given sin 84° 44’ = 99578. 
আমরা জানি, b?=c? +a? – 2са cos B. 
অর্থাৎ এক্ষেত্রে, 995 = 100 + a° — 20a сов 60° 
বা, а%-10а4-195-0. „2. а=5+5 ,/6. 
at খণাত্মক মান অসম্ভব বলিয়া ws করিলে, а-я একমাত্র মান 
5(/6+1) ফুট । অতএব, একটিমাত্র সমাধান সম্ভব | 


&(/6+1) এই _3./2 t. /8 
পুনরায়, sin A= үзіп B= 15 oT 6 


Tx usua --1 18905: . erg. 


A=84° 44’, 
Ех. 2. In a triangle, a— 13/4, b=64'9 and B=48° 181 25"; 
Jind A, having given 
log 734 =9'8656961, log 649 = 28122447 
L sin 48° 13’ 95" = 98725936. | 
L sin 57° 80' = 979260299 ( diff. for 1'=804 ) 


Is the case ambiguous ? 


এক্ষেত্রে sin A= aan D = sin 48° 13’ 95", | 


Es sin A=log 734 — log 649 + L sin 48° 13' 25 
= 98656961 — 98192447 + 98725936 
= 99260450. 
L sin 57° 30 হইতে ইহার অন্তর 158 ( অর্থাৎ 0000158) «m 1' 
অর্থাৎ 60%-র জন্য অন্তর 804 ( অর্থাৎ 0000804). . 


/ т 158 сіп 
অতএব А=57°30'т এবং 507 804 অর্থাৎ 2=11'8 (প্রায়) 


A = 57° 30’ 1178 বা ইহার সম্পূরক কোণ 199° 99” 4879, কারণ 


উভয়ের সাইন এবং সেইহেতু L sine সমান | 
এক্ষণে, এইক্ষেত্রে a > &, অর্থাৎ A> В বলিয়া উভয়ই AS RSN 


মান। অতএব, ইহা 94% ক্ষেত্র এবং ত্রিভুজের দুইটি সমাধান হইবে | 


উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


Examples XV(c) 
1. Given (ü) A=30°, a=6, 5-4. (ii) А-60%а-7, 5-8. 
Gü) A=45°,a=2, ৯৯৪. (iy) А=30°, a=3, b=6. 


Find in which case the solution is ambiguous, in which case 
there is one solution, and in which case there is no solution. 


2. (i) Ifb=2, c= /3+1 and B=45°, solve the triangle. 
Gi) Ifa= 3, b=3 V8, А=30°, find В. 

3. Ifa=2, b= V6, В=60°, solve the triangle. 

4. Ifa=2,b=5, А = 30°, solve the triangle, 


১৯৮ 


5. If)b,c,B are given and if b < c, show that 
(а, ৫৯) + (a, + а„)? tan? В = 452 
G+ and аз being the two possible values of a. 
6. In the ambiguous case, given a, b and A, prove that the 
difference between the two values of c is 
2 Ма — b? sin2A. 
7. Ifa, b, A are given, and if C1, ба are the values of the 
third side in the ambiguous case, prove that if c, > cs, 
(i) с. — cs — 2a cos By. [ B. H. U. I. 1998] 
(ü) 0,2 +022 — 20,02 cos 9A = 4q2 соз? А. 
[ B. H. U. I. 1935 ; Pat. T. 1936 ] 


(iii) сов €: 50% =bsin А, ГА. I. 1941] 


а 
) 8. If b=16, с=95 and B=83° 15’, find the other angles ; 
given 
L sin oo 15'=9'7390129, log 9= 780103, 
L sin 58° 57 —9'9398376, ] sin 58° 56” =9'9397616, 
9. Ifa=5, b=4, A=45°, find B and О; given 
log 2="30103, T, sin 34° 97’ - 915957. 
10. If a=30, 5=300, find А in order that B may be a right 
angle, having given that 
L sin 5° 44'=8'9995595, diff. for 1'=19565, 


ত্রভূজের সমাধান ১৯৯ 


11. If a=16, с= 25 and С= 60°, find the other angles ; given 
log 2=°30103. log 3= 4771913. 
L sin 33° 39’ =9°7436024, diff. for 1” = 1897. 
12. If b=165, c=258, and B=35° 10’, find the angles A 
and С; 
given log 165 = "29149, log 2'58 ='41168 
L sin 35° 10’=9`76039, L sin 64° 14' — 995452. 
13. If %=3а and tan?A —$, prove that there are two values 
of the third side, one of which is double the other. 


7 14. If A,, B, and As, Bs ate Ње angles of the two triangles 
in the ambiguous case where b, с, C are given, 


sin A, , sin Åg 
then ЕЕ. Жаға Bs 9 cos C. 
15. Show that in the case that admits of two solutions the 
two values of O satisfy the equation 
(a+b)? , (b-a)? _ 9a*. 1.1949 
রাত Гв 1 


16. If logb+10=logc+Lsin B, can the triangle be 
ambiguous ? 


ANSWERS 
1. (i) One solution. (ii) Ambiguous ; two solutions. 
(iii) No solution. (iv) One solution (right-angled triangle). 


2. (i) O=75°, А=60°, a= V6 } (ii) 60°, or, 120°. 
or, C=105°, А=30°, a= ,/2 


3. A=45°, B=75°, c= J/3+1. (no ambiguity). 
; 


8. 0= 58° 56! 56:3" 0-121? 3' 87" } 
A=87° 48' 97" ] ог, A=95° 41' 569" 


9. B=34° 97’, 0-100? 33". 


10. A=5° 44’ 91". 
12. A—80? 36’, C— 64? 14' ; or, А=99° 4', 0=115° 46’. 16. No. 


4, Impossible, 


11. A=33° 39' 34", B= 86° 20' 26"- 


ATON অধ্যায় 


উদ্চতা ও দুরত্ব বিষয়ক সরল প্রশ্বাবলী 


( Simple problems on heights and distances ) 


161. ইতিপূর্বে পঞ্চম অধ্যায়ে উচ্চতা ও দূরত্ব সম্বন্ধীয় সহজ প্রশ্নমালায় 
ত্রিকোণমিতির সহজ ব্যবহারিক প্রয়োগ-সম্পর্কায় আলোচনা করা হইয়াছে। 
বর্তমান অনুচ্ছেদে যে উদাহ্রণগুলি দেওয়া হইয়াছে, তাহা আরও ব্যাপক এবং 
ইহাদের সমাধান করিবার জন্য ত্রিভুজের কোণ এবং বাহু সম্পর্কীয় সাধারণ 
caq প্রয়োগ এবং জ্যামিতিতে অধিকতর দক্ষতার প্রয়োজন হইবে। 


162. STIS সমভলে estan কোন লুৰ্লন 
=== Sees) == (еј: 


Fig. (i) 


Fig. (ii) 
মনে করি, অন্ুভূমিক সমতলে অবস্থিত বস্তু 0]).কে A হইতে দেখা 
Tw] O বিন্দুর উন্নতি কোণ a, OD-z নির্ণের উচ্চতা 7) এবং A হইতে 
DA দুরত্ব q, অর্থাৎ AD = 4, 
CAIL সম্ভব হইলে, дра দিকে AB(=c) অংশ কাটিয়া লওয়া 
551; মনে করি, B হইতে 0-র উন্নতি-কোণ } | এখন চিত্র (i) হইতে, 


с-Ар-Вр-р соба-), cot p - n (es а _ ৩০5৪] = ৷ sin (8 — a). 


Sina sin f/ sina sin B 


À —06 sin a sin В совес (B — a) 
এবং d=AD=h соға 
we | উপরের প্রত্যে 


করার পক্ষে বিশেষ উপযোগী | 


=c cos a sin В cosec (В =a)" 


কটি রাশিমালাই লগারিদ্মএর সাহায্যে নিৰ্ণয় 


উচ্চতা ও দূরত্ব বিবয়ক সরল প্রশ্নাবলী ২০৪ 


নেত্র IL যদি AB-c ঠিক &])-এর দিকে পরিমাপ করা সুবিধাজনক না 
হয়, তাহা হইলে আমরা নিম্নলিখিতভাবে অগ্রসর হইতে পারি : 

А হইতে যে-কোনও সুবিধাজনক দিকে АВ= с কাটিয়া লওয়া হইল | মনে 
করি, А হইতে 0-র উন্নতি-কোণ ৫; А এবং В হইতে CAB এবং ОВА 
কোণদ্বর মাপিয়া লওয়া হইল | মনে করি, Z GAB = 0, Z OBA =. 

এক্ষেত্রে চিত্র (1) হইতে দেখা বায় যে, ABO ত্ৰিভুজে 

АО) 28 ০ Mico 
sin Ф sinG sin (180°-0@—¢) sin (0+4) 
AC =c sin ф ০০৪০০ (0 + $). 
1 — АС sin a =c sina sin $ ০০৪০০ (0 + $) 
এবং d=AD= АС cos a=c cos a sin % созес (0 + $). 
দ্রষ্টব্য | এক্ষেত্রেও নিৰ্ণেয় রাশিগুলি pulis -এর সাহাধ্য-গ্রহণের 
উপযোগী | 


163. লুহুভি puna হুৰ্গন === таа লিলি š 

দুইটি বস্তু P এবং Qua মধ্যবর্তী দূরত্ব নির্ণর করিতে হইবে। দুইটি 
স্থবিধাজনক অবস্থান А এবং  লওয়া 
হইল; উহাদের দুরত্ব কল্পনা করা হইল 
৫-এর সমান। А বিন্দুতে উৎপন্ন তিনটি 
কোণ PAQ, PAB, QAB-এর মান নির্ণয় 
করা হইল এবং মনে করি উহাদের 
পরিমাপ 0, এবং BI ГА, B, P, Q 
বিন্দু চতুর একই সমতলে অবস্থিত হইলে 
РАВ কোণের পরিমাপ করা নিশ্রয়োজন, 
কারণ, ZPAB= ZPAQ+ ZQAB.] 
মনে করি, в বিন্দুতে উৎপন্ন PBA, ОВА কোণদ্বয়ের বিয়া যথাক্রমে 


У এবং 0. 


PACs ০ с : 
APAR হইতে, 2; sin y sin (180:-а-7) sin (a +?) 
৮ РА =c sin 7 ০০৪০০ (a + 7). р 
অনুরূপভাবে, AQAB হইতে, ОА =c sin Š ০০৪০০ (B + ô). 


২০২ উচ্চমাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 
অবশেষে, APAQ হইতে, 
PQ*—PA?-QA?*- 2PA.QA.cos 0. 
এভাবে PQ নির্ণীত হইল ৷ ` 


164. fi উচ্চতা ও দূরত্ব সম্পর্কায় কঠিনতর কতিপয় উদাহ্রণের 
সমাধান দেওয়া হইল | 


6 top of a tower Standing on в 
ing directly towards the foot of 


The distance 
^ and the angle subtended by the 


tower at his first position is a, the tower and 


the length of the flagstaff. 
— মনে করি, OD প্রদত্ত স্তম্ভ এবং РО 
VERE oss প্রদত্ত দণ্ড; ইহাদের উচ্চতা যথাক্ৰমে 
ГА NP h এবং 1; А এবং В পর্ধবেক্ষকের 
ү \ ছইাট অবস্থান। যেহেতু, [РАС 
и ৯৫১০০, অতএব, A, B, с 
|  সমবৃভীয় হইবে। чек. ZOBD 
/ = GING) =" QPS ZPAD 
С -90%-(0-а) 
E এক্ষণে, ৫ = AD = BD 
১ B D = cot a — h cot (CBD) 
= Меов а = tan (6+a)}. ^ 
= };[০০৪ а _ sin is. cos (0 + 9a) с 
Sina соз (0+ а) Sin а cos (0 + a) 
“: h=d'sin а сов (6--а) вес (0 + За). 
"Uh, ДАРО হইতে, 
1 А 7 
түту ন а x (0--a) cos EET 
1৯2 sin 0 sec (6+ 90). 


Ex.2. A man walking towards a building, 
is fixed, observes the angle subtended b 


on which a flagstaff 
V the flagstaff to be greatest, 


উচ্চতা ও দূরত্ব বিষয়ক সরল প্রশ্নাবলী ২০৩ 


when he is at a distance d from the building. ТУ 0 be the observed 
greatest angle, find the length of the flagstaff, and the height of the 


building. 


2 
А а В 


ОВ প্রদত্ত গৃহ এবং PQ প্রদত্ত দণ্ড হইলে ইহা সহজেই প্রমাণ করা যায় যে, 
Р এবং ৫-এর মধ্য দিয়া এবং পর্যবেক্ষকের পথরেখাকে স্পর্শ করিয়া অঙ্কিত বৃত্ত 


পথবেখাকে A বিন্দুতে স্পর্শ করিলে, PQ দণ্ড А বিন্দুতেই বৃহত্তম কোণ উৎপন্ন 


| 

অতএব, LQAB= ZAPQ =a ধরা হইলে, 

ZPAB+ ZAPB=90°, বা 0+9а=90° >< (0 

এক্ষণে, PQ-PB-QB-d tan (9+a)—d tan a 
sin (0 + i sin 0 2; 9d sin 0 

E = а) sin | = ‘cos (0 +a) cosa соз (0 + 2а) + cos 0 


сов (0 +a) cosa 
=2d tan 0 [(0)-এর সাহায্যে 1 
আবার, QB=d tan a=d tan (1 — 30). 


ESR f levation of a light at the top of a distant 
Ж 17781 bove a lake is 24°55’, and the angle of 


tou 7 - E 
Е. in the lake is 35°5'. Find the height of 
the tower correct to two decimal places, having given 
“100 2= "30103 log 8 =`47719 
log 588 = 216938 log 589 = 9`77012 
- T; sin 10°10’ =9' 24677. 


২০৪ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


মনে করি, LM ভম্তের উপর ] নির্দিষ্ট আলোকবতিকা, r, হইতে একটি 
রশ্মি LRO зит R বিন্দুতে 
প্রতিফলিত হইয়া 0 বিন্দুতে 
অবস্থিত পর্ধবেক্ষকের চক্ষে 
পড়িতেছে ; অতএব, পর্যবেক্ষক 
00-এর দিকে প্রতিবিষ্ব দেখিতে 
পাইবেন। স্থতরাং, প্রতি- 
ফলনের নিয়মানুযায়ী, ZORA 
-ZLRM-4, ধরা হইল | 
ইহাই প্রতিবিশ্বের অবনতি- 
কোণ ৪56'-এর সমান | 
O বিন্দু হইতে [,-এর উন্নতি-কোণ 0 হইলে, 0- 94251. 
এক্ষণে, ЛОВІ হইতে, 
BL _ OR _ 12 s, 
sin (0+$) sin (é—0) sin $ sin CE) £ 
h=LM=RD sin 6=19 Sin 0+4) 5 10 60% 


sin (¢ — 6) sin (10°10’) 
3 
а уло д, 
sin (1010) sin (10°10) 
з 
<- logh=log(9.82)—log sin (10°10) 
=log 94$ log 3+ 10-1 sin 10°10’ 
= 30103 + $(47719) + 10 — 9°94677 
=1°76994, 
“NS রাশিমালা হইতে ইহা সিদ্ধান্ত কর যায় যে, log 7-এর মান log 588 
এবং log 58:9-এর মধ্যবর্তী | "- Һ=588+ ধরিলে, 
এর জন্য অন্তর = 177019 =1"76988 = 00074, 
এবং, চে-এর জন্য অন্তর = 1776994 — 1'76938 =`00056. 
SSH, সমাঙ্গপাতের নিয়মাহুসারে, 


TOSS 


Зо. 
1171515, 
অতএব, h=58'88 ফুট | 


০২:0৮:0৪ (আসন্ন মান) 
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Examples XV1 


1. The angle of elevation of the top of a palm tree standing 
on horizontal ground, observed from two points A and B, distant 
40 and 30 feet from the foot, and in the same straight line with 
it are found to be complementary. Prove that the height of the 
tree is nearly 35 feet, and that the angle subtended at the top of 
the tree by the line AB is sin ^ +. 


2. The angles of elevation of an aeroplane from two places 
one mile apart and from a point half way between them are found 
to be 60°, 30° and 45° respectively. Show that the height of the 
aeroplane is 440 ./6 yards. 


3. A building with ten storeys, each of equal height > №, 
Stands on one side of a wide street, and from a point on the 
other side of the street directly opposite to the building, it is 
Observed that the three uppermost storeys together and the two 
lowest storeys together subtend equal angles. Show that the . 
width of the street is z 4/140 ft. 


4. А two-storeyed building has the height of its lower storey 
12 ft. and that of the upper storey 13 ft., Find at what distance 
the two storeys subtend equal angles to an observer's eye at a 
height 5 feet from the ground. 
n a horizontal rectangular field 


5. 38 i ted i 
A vertical rods аре f its top from A, В, О, D are 


ABCD. Тһе angular evevation о 
а, В, Y, д. Show that 

cot2a — cot? B = соё — 0067. ) 
tion of a bird flying in a horizontal 
nt at four successive observations 
being taken at equal intervals of 
а of the bird is uniform, show 


\ 
6. Тһе angles of elevatio: 
straight line, from a fixed pol 
are a, B, 7, 6, the observations 
time, Assuming that the spee 
that 
cot?a— cot 6 = 3 (cot? — со4%). 
7. А man on a hill o 
plane subtend equal ans: 
depression of their bases are 9 
of the towers, prove that 
sin (6-7) , sin (y-a) , sin (а= 0, 
asia | bsinf c sin ? 


bserves that three towers on a horizontal 
les at his eye and that the angles of 
В,7. If a,b,c are the heights 


Sea উচ্-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


between seeing the flash and hearing the report are ¢ and /. 
Show that the velocity of sound is 


JE চা, 


9. А person observes the elevation of the top of a telegraph 
post which is Е. 8. E. of him to be 45°, and at noon, the 
extremity of its shadow is to the N. E. of him ; if the length 
of the shadow be т, show that the height of the post is 2,/2- SEN 


10. A Straight tree on the horizontal ground leans towards 
the North; at two points due South and distant a, b respectively 


x Z а-%5 ы 
ton (; cot B — b cot 2) 


а and B, when the front of the first carriage and the end of the 
last Carriage reach the junction respeetively, Show that the 
angle of intersection of the two lines is 
-12sina sin f. 
sin (a ~£) : 

13. Two vessels are sailing in parallel directions, and at 
one instant the beari 
After an hour’s Sailing t 


tan 


14. A rod of given length can turn in 


a vertical plane passing 
through the sun, one end being fixed 


on the ground; if the 
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longest shadow it can cast is 3# times the length of the rod 
calculate the altitude of the sun, having given ° 
log 8 =`47719, L cos 72° 32’ 30" =9°47712. 
А 15. А ship sailing N. E. is, at a particular moment, іп а 
line with two light-houses, one of which is situated 5 miles 
due N. of the other. In 3 minutes and also in 21 minutes the 
light-houses are found to subtend a right angle at the ship. 
Prove that the ship is sailing at the rate of 10 miles an hour, 
and that the light-houses subtend their greatest angle at the 
Ship at the end of 3 ,/7 minutes. 

16. A parachute was observed in the М. Е. at the eleya- 
tion 45°; ten minutes afterwards it was found to be due N. аб an 
elevation 224°. The parachute was descending at the rate of 
6 miles per hour, and was all along drifted uniformly towards the 
west by the wind. Show that wind blows at the rate of 6 miles 
per hour, 

17. А person wishing to determine the height of a distant 
temple observes the elevation of its top from a point on the hori- 
zontal ground through its base to be 30°. On walking a distance 
80 V8 ft. in a certain direction, he finds the elevation of the top 
to be the same as before, and then on walking a distance 80 ft. 
at right angles to the former direction, the elevation is found 
to be 45°. Show that the height of the temple is 80 ft. 

18. Tho shadow of a telegraph post is observed to be half 
the known height of the post, and sometime afterwards it is 
equal to the known height ; how much will the sun have gone 
down in the interval, given 

log 2="30103, L tan 63° 26’ = 103009994 
and diff. for 1 = 8159. 
19. The side ofa hill faces due S., and is inclined to the 


horizon at an angle a, A straight railway upon it is inclined 
at an anglo fto the horizon; show that the bearing of the 


railway is 
cos 1 (cot а tan B) E. of N. 


20. А spherical time-ball of diameter d at the top of a tower 
subtends an angle 2а аб a point on the ground from which the 
elevation of its centre is 0 ; prove that the height of the centre of 


the ball above the ground is 4d sin 0 cosec a. 
ANSWERS 


4. ,/2135 fi. 14. 17° 97” 80", 18. 18? 26' 5'8" nearly. 


ASIN OISJTSI 
ত্রিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ 


( Graphs of Trigonometrical Functions ) 


171. CHIN cis 0° ecc 360° শৰ্শজ্ত авз) 
alas হইতুল c==teli===itc== ক্রনিক সল্ির্ভল। 

মনে করি বে, একটি আবর্তনকারী রেখা OX অবস্থান হইতে আরম্ভ করিয়া 

ক্ৰমান্বয়ে 0° হইতে 360° পৰ্যন্ত আবর্তন 

করে। . 

0-কে কেন্দ্র করিয়া এবং যে-কোন 
ব্যাসার্ধ লইয়া একটি বৃত্ত অঙ্কিত কর 
হইল । বিভিন্ন অবস্থায় /20725-এর. 
কোণানুপাত 1444 করিতে আমরা 
ОР,-С% বৃত্তের ব্যাসাৰ্ধের সমান ধরিয়া 
লইতে পারি | 


G) সাইনের পরিবর্তন £ 

0= ZN,OP, “9 হইলে ইহার সাইন শূন্য হইবে । কোণাট 0° হইতে 
90° প্স্ত"ক্ৰমশঃ বর্ধিত হইলে এবং অতিভুজ OP, সমান থাকিলে, বিপরীত 
বাহু P.N, ধনাত্মক থাকিবে এবং ক্রমশঃ বর্ধিত হইবে (ত্রিভুজ NOP, 
এবং N.OP, তুলনা করিলেই ইহা বুঝিতে পারা যায় ) | 


অতএব, sin 9 (=) ক্রমশঃ বৃদ্ধি পাইবে এবং যখন 0=90° হইবে 
1 

SAT P.N, এবং OP, উভয়েই ০্₹-এর সহিত মিলিয়া যাইবে । তখন 
sin 0-4 মান হইবে বৃহত্তম এবং 1-এর সমান | 

0 ক্রমশঃ 90° হইতে 180° পর্যন্ত «fis হইলে, Op, অতিভুজের মান 
অপরিবতিত থাকিবে বটে, কিন্তু P Ns-q মান ধনাত্মক থাকিয়া 0%-হইতে 
ক্ষুদ্ৰতর হইতে হইতে অবশেষে “255041 অতএব, sin ০-র মান 1 হইতে 

7 A > < 

ক্রমশঃ শূন্য হইবে। তৃতীয় ACR যখন 0 ক্ৰমশঃ 180° হইতে 270° পৰ্যন্ত বৰ্ধিত 
হয়, তখন খণাত্মক থাকিয়া P.N «-এর [рт মান ক্রমশঃ 0 হইতে OY'-4 


ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ dis 


পরিবতিত হর। কিন্ত অতিভূজের মান ধনাত্মক এবং অপরিবতিত থাকে। 
তখন sin Ө হইবে খণাত্মক এবং তাহার NEF মান 59 হইতে এক পর্যন্ত 
ক্রমশঃ পরিবতিত হইবে; অর্থাৎ ইহার যান ক্রমশঃ wg হইতে =] পর্যন্ত 
কমিতে থাকিবে । চতুর্থ পাদে 9 যখন 970০ হইতে 360° পর্যন্ত ক্ৰমশঃ বর্ধিত 
হয়, তখন QN, খাণাত্মক থাকে কিন্তু উহার মান OY’ হইতে "UU হ্রাস 
পাইতে থাকে; অতএব, sin ৪-র মান খণাত্মক থাকিয়া — 1 হইতে Ҹә 
পর্যন্ত বর্ধিত হইবে | অতএব, ফলাফল নিয়লিখিতভাবে উল্লেখ করা যায় ঃ 


প্রথম পাদ্দে о যখন 0° হইতে 90° 25% বৃদ্ধি পায়, 
s sin 0 তখন 0 হইতে 1 পর্যন্ত বধিত হয়। 
দ্বিতীয় পাদে о যখন 90° হইতে 180° পর্যন্ত বৃদ্ধি পায়, 
š sin 0 তখন 1 হইতে 0 পর্যন্ত কমিতে থাকে। 
তৃতীয় 904 о যখন 180° হইতে 270° পর্যন্ত বৃদ্ধি পায়, 
sin 0 তখন 0 হইতে -1 পর্যন্ত কমিতে থাকে | 
চতুর্থ পাঁদে ০ যখন 270° হইতে 300° পর্যন্ত বৃদ্ধি পায়, 
sin 0 তখন - 1 হইতে 0 পর্যন্ত বৃদ্ধি পায়। 


Gi) কৌসাইনের পরিবর্তন : 

প্রথম পাদে, / ХОР, ক্রমশঃ বুদ্ধি পাইলে, ОУ, ক্রমশঃ কমিতে থাকে; 
0=0 হইলে, ON, = OX. এবং 0=90° হইলে, ОМ, =0 অৰ্থাৎ ON; সর্বদা 
ধনাত্মক হইবে | দ্বিতীয় পাদে, 0 যখন 90° হইতে 180° পৰ্যন্ত ক্রমশঃ বৃদ্ধি পায়, 
তখন ON yee APSF মান 0 হইতে ОХ” পর্যন্ত বৃদ্ধি পায় কিন্তু সর্বদা খণাত্মক 
থাকে। তৃতীয় পাদে oN, ANAF থাকে, কিন্তু ইহার ИФ মান OX’ 
হইতে 0 পর্যন্ত হ্রাস পাইতে থাকে। চতুৰ্থ পাদে, ON: ধনাত্মক এবং 40 
হইতে OX পর্যন্ত বৃদ্ধি পায়। এই পরিবর্তনের সময় অতিভূজ সর্বদাই ধনাত্মক 
থাকিবে এবং তাহার মান OX বা 0X'-এর সমান হইবে। 


অতএব, আমরা নিম্নলিখিত সিদ্ধান্তে উপনীত হই š 
в ক্রমশঃ 0° হইতে 90° পৰ্যন্ত বধিত হইলে, 
г cos 0 ক্রমশঃ 1 হইতে 0 পর্যন্ত হ্রাস পাইবে। 
9 ক্রমশঃ 90° হইতে 180° পৰ্যন্ত বৰ্ধিত হইলে, 
cos 0 ক্ৰমশঃ 0 হইতে -1 পর্যন্ত হাস 91204 1 
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9 ক্রমশঃ 180° হইতে 270° 45% বর্ধিত হইলে, 
cos 0 ক্রমশঃ —1 হইতে 0 পৰ্যন্ত বৃদ্ধি পাঁইবে। 
0 ক্রমশঃ 270° হুইতে 360° পর্যন্ত বৰ্ধিত হইলে, 
cos 0 ক্রমশঃ 0 হইতে 1 পর্যন্ত বৃদ্ধি পাইবে | 
(ін) ট্যানজেণ্টের পরিবর্তন : 
প্রথম পাদে, 9 544 0° হইতে 90° পর্যন্ত ক্রমশঃ বৃদ্ধি পায়, তখন P.N, 


ক্রমশঃ 0 হইতে OY পর্যন্ত বধিত হয় এবং সঙ্গে সঙ্গে ОМ,, OX হইতে 

Tar N _ P.N 
22% হ্রাস পায়, কিন্ত উভয়েই ধনাত্মক থাকে। অতএব, tan o- NICO 
মান Gy = 0 হইতে OF বা = পৰ্যন্ত বৰ্ধিত হয়। ? 


দ্বিতীয় পাদে P,N,, OY হইতে 49 পর্যন্ত হ্রাস পার; কিন্তু ধণাত্মক 
থাকিয়া ОМ, ат ғ মান 0 হইতে OX পৰ্যন্ত বৃদ্ধি পায়। অতএব, 


Р.М. £ 
tan ৷ খণাত্মক হইবে, কিন্ত MRT মান = হইতে 4g পর্যন্ত 


হ্রাস পাইবে; অৰ্থাৎ tan 0, — = হইতে 0 AGT বৰ্ধিত হইবে। 

904 অব্যবহিত পূর্ব পর্যন্ত tan Ө ধনাত্মক এবং উহার মান অত্যন্ত 
বৃহৎ; কিন্তু 90°-র অব্যবহিত পরে tan 0 খণাত্মক এবং উহার আদ্বিক মান 
অত্যন্ত 4551 কাজেই যখন 0-7 মান 9০০ স্পর্শ করিয়া প্রথম পাদ হইতে 
দ্বিতীয় পাদে যাইবে, তখন tan 0-4 মান অতি বৃহৎ ধনাত্মক রাশি হইতে 
অতি বৃহৎ খণাত্মক রাশিতে অকস্মাৎ পরিবর্তিত হইবে | ইহার ফলে tan 9-3 
মানের মধ্যে অকস্মাৎ পরিবর্তন বা অসন্ততি (discontinuity) দেখ| যাইবে | 
22 তৃতীয় পাদে, PLN, এবং ON, উভয়েই ধণরাশি। PAN. আঙ্কিক 
মান 0 হইতে 0৯%/-এ বৃদ্ধি পাইবে কিন্ত ON,- SHEE মান OX! হইতে 
oU অতএব, tan 0 {=} ধনাত্মক এবং 0 হইতে 
পৰ্যন্ত বৰ্ধিত হইবে। s 

চতুর্থ পাদে, P N, খণরাশি এবং উহার আদ্ধিক মান OY’ হইতে 0 পৰ্যন্ত 
হ্রাস ЯН! কিন্ত ON, ধনৰাশি এবং 0 হইতে ОХ পর্যন্ত বৃদ্ধি পায়। 
অতএব, tan 9 (a) খণরাশি এবং উহার ЭФ মান = হইতে 0 পর্যন্ত 
হাস পায় অর্থাৎ tan 9, — = হইতে 0 পর্যন্ত বৃদ্ধি পার। 
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970° অতিক্ৰম কালে, আরও একটি অসন্ভতি দেখা যায় এবং tan 0 অসীম 
রাশি অতিক্ৰমকালে অকস্মাৎ ধনরাশি হইতে খণরাশিতে পরিবতিত হয়। 

অতএব, আমরা নিম্নলিখিত সিদ্ধান্তে উপনীত হই : 

0,0% হইতে 90° পর্যন্ত বধিত হইলে, tan 0, 0 হইতে = পৰ্যন্ত বর্ধিত 
СЕН 

0,90% অতিক্রমকালে tan 0 অকস্মাৎ + = হইতে — = তে পরিবর্তিত 
EE 

0, 90° হইতে 180% পর্যন্ত বর্ধিত হইলে, tan 0, - হইতে 0 পর্যন্ত 

বর্ধিত zzi 

` 0,180 হইতে 270° পৰ্যন্ত বধিত হইলে, tan 0, 0 হইতে = পর্যন্ত 
বর্ধিত হয়। 

0, 270° অতিক্রমকালে, tan 0 অকস্মাৎ + = হইতে — e তে পরিবতিত 
হ্য়। 

0, 270° হইতে 360° পৰ্যন্ত বধিত হইলে, tan 0, — = হইতে 0 পৰ্যন্ত 
বর্ধিত ex | 


Gv) কো-ট্যানজেন্টের পরিবর্তন : 
ট্যানজেন্টের মানের পরিবর্তন হইতে cot 0 "uL -র মানের পরিবর্তন 


আলোচনা করা যায়। 

0, 0° হইতে 90° পর্যন্ত বৃদ্ধি পাইলে, coto, = হইতে 0 পর্যন্ত হ্রাস 

বে। 

`0, 90° হইতে 180° পর্যন্ত বৃদ্ধি পাইলে, cot 6,0 হইতে — = 79 হ্রাস’ 
পাইবে | 

0, 180° অতিক্রমকালে, cot 0 অকস্মাৎ = = হইতে += তে পরিবতিত 
БЕН 

6, 180° হইতে 970° পর্যন্ত বৃদ্ধি পাইলে, cot 0, = হইতে 0 পর্যন্ত হ্রাস 
পাইবে। ; t 

ө, 270° হইতে 360° পৰ্যন্ত বৃদ্ধি পাইলে, cot 0, 0 হইতে = = 44% হ্রাস 
পাইবে | 
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9, 360° অতিক্ৰমকালে cot 0 অকস্মাৎ — = হইতে + = তে পরিবন্তিত 
হইবে | 

(৮) দেকান্টের পরিবর্তন : 
1 ) সম্পর্কে নিম্নলিখিত সিদ্ধান্তে উপনীত হওয়া! যায় 


sec 0 [- নিন 

৪, 0° হইতে 90° পৰ্যন্ত বৰ্ধিত হইলে, вес 0, 1 হইতে = পৰ্যন্ত বৃদ্ধি পার। 

এখানে, sec 0 অকস্মাৎ + = হইতে - = তে পরিবতিত sq | 

তারপর, 0, 90° হইতে 180° পর্যন্ত বর্ধিত হইলে, sec 0, — = হইতে —1 
পর্যন্ত বর্ধিত ex | | 4 

0, 180° হইতে 970° পর্যন্ত বর্ধিত হইলে, sec 0, -] হইতে — = পর্যন্ত 
হ্রাস পায়। 

এখানে পুনরায় 59০9 অকস্মাৎ — = হইতে + = তে পৰিবৰ্তিত হয়। 

তারপর 270° হইতে 360° পৰ্যন্ত ৪6০ 0, + = হইতে 1 পর্যন্ত হাস পায়। 

(vi) কোসেকাণ্টের পরিবর্তন : 

০০৪০০ 0 = সম্পর্কিত সিদ্ধান্তগুলি НАЯ 2 


0° হইতে 90° পৰ্যন্ত 0০89০ 0 ক্রমশঃ = হইতে 1 পৰ্যন্ত হ্রাস পায়। 

90° হইতে 180° পৰ্যন্ত ০০৪6০ ক্রমশঃ 1 হইতে = পৰ্যন্ত বৃদ্ধি পায়। 

এখানে, cosec 0 অকস্মাৎ + = হইতে — co তে পরিবর্তিত sz | 

তারপর, 180° হইতে 970% পর্যন্ত cosec 0 ক্রমশঃ — হইতে —1 
পর্যন্ত বৃদ্ধি পায়; এবং, 970% হইতে 360° 44% ৫996০ 0 ক্রমশঃ — 1 হইতে 
_ পৰ্যন্ত হ্বাস পায়। ০, 860% অতিক্রমকালে cosec 0 পুনরায় অকস্মাৎ 
то হইতে += তে পরিবতিত 54 | 


WAT O, 9:-এর অখণ্ড গুণিতক দ্বারা বর্ধিত হইলে সমস্ত কোণাগপাত 
অপরিবতিত থাকিবে | সুতরাং, 360° 


কৌগান্পাতের উল্লিখিত পরিবর্তনগু 
সুপরিস্ফুটভাবে প্রকাশ করা যায়। 


* tan 9 এবং cot 0-3 Вага (period) т. 


[লি লেখ-র (granhs) সাহায্যে আরও 
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172. জিক্কোপিচ্সিভিক wc rece লেখ (Graphs of 


Trigonometrical Functions) 2 

বীজীয় অপেক্ষকের (algebraic function) ন্যায় ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকও 
(341: sin т, cos т, sin?9z + tan " ইত্যাদি) লেখ সাহায্যে প্রকাশ 
2414141 এই সমস্ত লেখ-র সাহায্যে কোণের পরিবর্তনে কোণাহুপাতের 
কিরূপ পরিবর্তন হয়, তাহা প্রকাশ করা হয়। ইহার প্রণালী বীজগণিতে 
অনুস্থত প্রণালীর অনুরূপ | দুইটি পরস্পরচ্ছেদী UU সরলরেখা অক্ষরেখারপে 
গৃহীত হইল । %- অক্ষরেখার দিকে যথোপযুক্ত একক লইয়া কোণ স্থাপিত করা 
হইল (0X-এর দিকে কোণের মান ধনাত্মক এবং 0Xু'-এর দিকে খণাত্মক 
হইবে), এবং 9-অক্ষরেখার দিকে কোণের সংশ্লিষ্ট অপেক্গকের মান যথোপযুক্ত 
এককের সাহায্যে স্থাপিত করা হইল, (ОУ-« দিকে অপেক্গকের মান ধনাত্মক 
এবং 0%-এর দিকে খণাত্মক )| এভাবে অঙ্কিত বিন্দুগুলির ভুজ (abscissa) 
এবং কোটি (ordinate) যথাক্রমে কোণ এবং অপেক্ষকের মান স্থচিত করিবে। 

এইভাবে, অনেকগুলি বিন্দু স্থাপন করিয়া উহাদিগকে স্বাধীনভাবে অঙ্কিত 
রেখা (সরলরেখা ব্যতীত অন্য রেখা হইলেও তাহা ) দ্বার! যুক্ত করিলে আমবা 
উদ্দিষ্ট ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ পাইব। 

173. віп хана লেখ (Graph of sin x বা sine-graph) 2 


মনে করি, y=sin z. 
4 তালিকার সাহায্যে 10" ব্যবধানে e এবং -এর 


স্বাভাবিক" সাইনে ; 
অন্তুরপ মানের তালিকা প্রস্তুত করা হইল ($-এর ছুই দশমিক পর্যন্ত বিশুদ্ধ মান 
গৃহীত হইল )। | 

z |—9o° |—80° |- 70* |—60° ЕЗ —40°|—30°|—90°|—10°| 0° 

: 83 17:94 | —8T | ^71 ~ros oio ঢ় Т 

dun | 1 |798 — 9 | 87 | | 

z ios 20° [30° [40° | 50° | 60° er 90° [100*|110* 120° eto. 

Y or |.) | ‘34 | 50 | “64 | "77 e| '98| 1 ББ eto. 

qaa | ШІ "Pu | 


২১৪ 


Sine-Graph 


ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ ২১৫ 


আমরা Ох-ча দিকে ক্ষুদ্ৰ বর্গের একটি বাহু 10°-এর সমান এবং 0Yু-এর 
দিকে ক্ষুদ্ৰ বর্গের 10-টি বাহুকে একক কল্পনা করিলাম |» 

এক্ষণে উপরের তালিকাভুক্ত মানের সংশ্লিষ্ট বিন্দুগুলি ছক-কাগজে স্থাপন 
করিয়া উহাদিগকে স্বাধীনভাবে অঙ্কিত রেখা দ্বারা যুক্ত করিলে 14048 লেখ 
পাওয়া যাইবে | 

পার্খের পুষ্ঠায় == — 180° হইতে w= +360° পৰ্যন্ত মান লইয়া অঙ্কিত 
লেখ দেখান হইয়াছে। 

দ্রষ্টব্য 1. স্বাভাবিক সাইনের তালিকায় 0° হইতে 90° পর্যন্ত সাইনের 
মান দেওয়া থাকে | এতদ্যতীত sin (- 0)= -sin 6, sin (180° — 0) ^ sin 0, 
ыш (180°+0)=—sin 0, ইত্যাদি সুত্রাবলীর [পঞ্চম অধ্যায়ে প্রদত্ত ] 
সাহায্যে (0°, 90°) সীমাবহির্ভীত কোণের কোণানুপাত নির্ণয় করা যায়। 

অন্যান্য অপেক্ষকের লেখ অঙ্কিত করিবার সময়ও অনুরূপভাবে কোণান্গপাতের 
তালিকা প্রস্তুত কর! যায়। 


দ্রষ্টব্য 2. সাইন লেখ-র বৈশিষ্ট্য 2 
চিত্র হইতে নিয়লিখিত বৈশিষ্ট্য লক্ষিত হয় 2— 
() লেখটি সন্তত (continuous) এবং ঢেউ-এর ন্যায় (wavy) হইবে | 
(ü) sin 2-44 বৃহত্তম মান ру এবং ক্ষুদ্ৰতম মান 5-10 এবং যখন 
a-« মান 907-3 অযুগ্ গুণিতক, তখন sin 0-49 মান এইরূপ হইবে | 
(ii) মূলবিন্দু О এবং বে সমস্ত বিন্দুতে 2-Я মান ac গুণিতক, সেই 
সমস্ত বিন্দুতে sin 2-0. 
(iv) sin (= 22: s +=), sin (а-я) =sin z, sin (— 0) 
л + ৫) ইত্যাদি। 


= —gin  -віп 
-ginz, т=0 এবং % = 922-49 মধ্যবর্তী 


(у) যেহেতু sin (954) 
লেখ-র অংশটুকুরই উভয় দিকে বারংবার পুনরাবৃত্তি হইবে | 


দার মধ্যে লেখ অঙ্কিত করিতে হইবে তাহাদের উপর নির্ভর 


* প্রাপ্ত ছক-কাগজ এবং 
হইবে। 


করিয়া প্ৰতিটি ক্ষেত্রে উপযুক্ত একক নিৰ্ণয় করিতে 


sk উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


174. কেসাহুলেল্ল লেখ (Graph of сов x বা cosine- 
graph) 2 j 

মনে করি যে, y=cos z. 

স্বাভাবিক কোসাইনের তালিকার সাহায্যে (পূর্ববর্তী অনুচ্ছেদের দ্রষ্টব্য 1 


লক্ষণীয়) 10° ব্যবধানে z এবং -এর অনুরূপ মানের নিম্নলিখিত তালিকা প্রস্তুত 
করা হইল। 


æ |-90° | -ro |o —50° |—40° |- 30° |—90° | —10° 
y or 


110° 


mara) ® | | э | `50 | "64 | ЕШ! “87 | 794 | '98 
| etc, 


2 |0° | to bo a oo 60° m 


`| y or 
сов 2 


1 750 


"98 Е | “87 


৭11 | 764 


784 | 88111 ©) E —'84| etc. 


“ক্ষণে 0স-এর দিকের ক্ষুদ্র বর্গের একটি বাহু 10° এবং OY-44 দিকে 
ক্ষুদ্ৰ বর্গের দশটি বাহু একক ধরিয়া উপরের তালিকাভুক্ত মানের সংশ্লিষ্ট বিন্দুগুলি 
ছক-কাগজে স্থাপন করিয়া উহাদিগকে স্বাধীনভাবে অঙ্কিত রেখাদারা যুক্ত 
করিলে নিৰ্ণেয় লেখ পাওয়া যাইবে। 

পারের পৃষ্ঠার к= —л হইতে w= 9 পৰ্যন্ত মান লইয়] অঙ্কিত লেখ দেখান 
হইয়াছে। 

জঞ্টব্যঃ চিত্র হইতে ইহা স্পষ্টই দেখা যায় যে, সাইন লেখকে সমগ্র- 

90 পশ্চাতে (বামদিকে) অপস্থত করিলে ইহা! অবিকল 
লেখ হুইবে। 

ইহার কারণ এই (4, sin (90°+2)=cos z বা sin z = cos (z — 90°) 
হওয়ার দরুণ ০-এর কোন একটি মানের, জন্য সাইন লেখ-র কোটি = 2-এর মান 
পূৰ্বক্ষেত্ৰ অপেক্ষ৷ 90" কম হইলে কোসাইন লেখ-র কোটি | 


tangent- 
graph) š 


স্বাভাবিক ট্যানজেপ্টের তালিকার সাহায্যে 10° ব্যবধানে £-এর মান 
ধরিয়া % এবং এর 88881 মানের নিয়লিখিত তালিকা প্রস্তুত করা হইল। 


২১৭ 


ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ 


qdv125-eursorn 


abe উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 
| 


(০৮০০ 
| 


—20° 


т 


০২০৮ 100° leto, 


во т” ৪০০] 90° 


y or 
tan z 


ঢ় ӨШСЕ য় ০০ ЕШ 

এক্ষণে 0সু-এর দিকে ক্ষুদ্ৰ বর্গের একটি বাহু 10° এবং 0Y-এর দিকে 
ক্ষুদ্র বর্গের তিনটি বাহু একক ধরিয়া উপরের তালিকাভুক্ত মানের সংশ্লিষ্ট 
বিন্দুগুলি ছক-কাগজে স্থাপন কর্লিয়| উহাদিগকে স্বাধীনভাবে অঙ্কিত বক্ররেখার 
দ্বার! সংযুক্ত করিলে উদিষ্ট লেখ পাওয়া যাইবে। পার্শ্বে পৃষ্ঠায় 2-44 মান 
== হইতে 9л পর্যন্ত ধরিয়া লেখ অঙ্কিত করিয়া দেখান হ্ইয়াছে। 


দ্রষ্টব্যঃ ট্যানজেণ্টের লেখ-র বিশেবত্ব। 
লেখ হইতে নিম্নলিখিত বিষয়গুলি লক্ষ্য করা যায় š 


(i) লেখ সন্ভত (continuous) নয়; ইহার কয়েকটি ভিন্ন ভিন্ন শাখা আছে 


এবং অসন্ততি লক্ষিত হয় সেই সমস্ত বিন্দুতে যাহাদের ভুজ (а) 
₹-এর অযুগ্ম গুণিতক | 


(4) বামদিক হইতে ডানদিকে যখন z এই әде বিন্দু অতিক্ৰম করে, 
তখন tan 0 অকস্মাৎ বামদিকের অতিবৃহতৎ ধনাত্মক মান হইতে ডানদিকের 
অতিবৃহৎ খণাত্মক মানে পরিবর্তিত হয়। 

(i) ৮-এর মান "এর অযুগ্ৰ গুণিতক ধরিয়া! অঙ্কিত %-অক্ষরেখার সহিত 
সমান্তরাল সরল রেখাগুলি ক্রমশঃ লেখর সহিত উভয় দিকে মিলিত হইতে 

Š এই সমস্ত সরলরেখাকে 


Cel করে, কিন্তু বাস্তবে কখনও মিলিত হয় না। 
বক্রনেখার ( এস্থলে ট্যানজেন্টের লেখটির ) অসীমস্প 
831 


(iv) tan (аа) - tan 2 বলিয়া, প্রত্যেকটি শাখা, লেখটির %_ -4n 
` এবং e= iaces মধ্যবর্তী অংশের পুনরাবৃত্তি মাত্র। 
176. СЕНЕ неее 
cotangent-graph) © 


পূর্বের হ্যায় এবং y (Scot %)-এর যথাযথ মানের তালিকা প্রস্তুত 
করিয়া ট্যানজেন্ট লেখ-র SEAT একক ধরিয়া বিন্দু 


গুলি স্থাপনের পর স্বাধীন- 
যাইবে। পরপৃষ্ঠায় = - হইতে 


লেখ (Graph of cot x বা 


গকে সংযুক্ত করিলে ӘБ? লেখ পাওয়া 
T= 2л পৰ্যন্ত লেখ দেখান হইয়াছে। 


БЕЗ (Asymptote) বল৷ * 


২১৯ 


ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ 


Tangent-Graph 


উচ্চমাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 


২২০ 


sent-Graph 


Cotan 


ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ ২২১ 


ট্যানজেন্টের লেখ-র ন্যায় 3218 899%; x= বা na হইলে এই অসন্ততি 
পরিলক্ষিত হয় | z=0 এবং z= z -এর অন্তর্গত অংশেরই উভয় দিকে ক্রমাগত 
পুনরাবৃত্তি হইবে | ইহা cot (৪৮০+)-০০৮ 94 হইতে সহজেই লক্ষ্য 
করা যায়। 

177. ০কী-৫সকা তেজ село! (Graph of соѕес х বা 
cosecant-graph) 2 


মনে করি, у ০০৪০০ т. 
অতঃপর, 2-44 মান 10° অন্তর ধরিয়া z এবং "এর মানের নিম্নলিখিত 


তালিকা গঠন কর হইল š 
z іне іне 0% | 10০] 20° ES 80°| 90° |100? 110? cte. 
| A . 
y Or ооо 5 76)2:99 |02) 1 |1202 |1:06 etc. 
5856০ g 292 |- 5 "| co |5 iri 92! 2 leto 6 ete 


[ স্বাভাবিক কো-সেকান্টের তালিকা পাওয়া না গেলে স্বাভাবিক সাইনের 
তালিকা হইতে ০০৪০০ т = এই সুত্রের সাহায্যে কোনেকাণ্টের তালিকা 
sin 


গঠন করা যাইতে 400411 

0স-এর দিকে ক্ষুদ্ৰ বর্গের একটা বাহু 10° এবং ОҮ-чт দিকে ক্ষুদ্র বর্গের 
তিনটি বাহু একক ধরিয়া তালিকাভুক্ত বিন্দুগুলি স্থাপন করিবার পর স্বাধীন- 
ভাবে অঙ্কিত রেখার দ্বারা যুক্ত করা হইল। z=- = হইতে с-2л পৰ্যন্ত 
লেখ পরপুষ্ঠায দেখান হইয়াছে। 

দ্রষ্টব্যঃ এই стае কতকগুলি বিচ্ছিন্ন অংশের সমষ্টি এবং ৪৯০ বা 


এর গুণিতক হইলে অসন্ততি দেখা যায়। %-এর মান কখনও = 1 -এর 
че হইবে না; ইহা সর্বদা 1? হইতে 4594 বা —1 অপেক্ষা ক্ষুদ্ৰতর। 
2=0 বা nm এই রেখাগুলি অসীম স্পৰ্শক। 2—0 এবং z= 25 -এর মধ্যবর্তী 


অংশটি উভয় দিকে ক্রমাগত পুনরঞ্ছিত হইতে থাকিবে | 
178. сгч=вїс= л লেখ (Graph ‘of вес х বা secant- 


graph) 2 
ж এবং у (= вос а) -এর মানের তালিকা প্রস্তুত করা হইল। (সেকাণ্টের 


তালিকা না পাওয়া গেলে কোসাইনের তালিকা হইতে ইহা গঠন করিতে 


২২২ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 


zx 
N 


B 
তো) 


Bla 


Tu 


т 


P< 


Cosecant-Graph 


ү“ 


ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ W 


হুইবে ।) কোসেকান্টের লেখ-র অনুরূপ স্কেলে বিন্দুগুলি স্থাপন করিয়া যুক্ত 
করিলে ЕВ লেখ পাওয়া বাইবে। পরবর্তী 904 = —a হইতে == 
পর্যন্ত লেখ দেখান হইয়াছে | 

দ্রঠুব্য ба হইতে স্পষ্টই দেখা যায় যে, কোনেকান্টের লেখকে 90° 
বামদিকে অপসারণ করিলে অবিকল সেকান্ট লেখ পাওয়া বায়। 

ইহার কারণ ০০৪০০ (90° +2) = sec 2. [ 174 অঙ্ছচ্ছেদের দ্ৰষ্টব্য লক্ষণীয় ] 

179. sata Касі Ss ল্লাশ্নিমালাল্স cer 


(Graphs of other Trigonometrical Expressions) 2 


পূর্বোক্ত প্রণালীর অনুরূপ প্রণালীতে অন্যান্য ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের 
লেখও অঙ্কিত করা যায়। একটি 941244 নিয়ে দেওয়া হইতেছে। 


Ex. Draw the graph of y=sin в 1 cos в between the range 
m=0 to m= n, and find from the graph the values of > for which 
(0) у-0, (ii) y is maximum, (iii) y is minimum. [ U. P. 1984 ] 


স্বাভাবিক কোসাইন এবং দাইনের তালিকা হইতে ৮-এর বিভিন্ন মান 
অনুযায়ী sin z এবং сов 2-44 মান পৃথকভাবে লিখিয়া যোগ করিলে %-এর 
মান পাওয়া যায় । অথবা y=sin z+ cosz= NI (sin z cos {л+соз@ 
sin л) = ,/2 sin (z+ 2л) ধরিয়া সাইনের তালিকা হইতে £-এর মান 
অনুযায়ী sin (ж + 1л)-ч মান নিৰ্ণয় করা যায়, এবং পরে উহাকে /3=1'414 
দ্বারা গুণ করিলে %-এর মান নিৰ্ণীত হইবে। 

এ-এর মান 10° ব্যবধানে ধরিয়া ০0 হইতে m= 2a * এবং %-এর 
মানের তালিকা গঠন কর! যার | ইহাতে আমরা নিম্নলিখিত তালিকা পাই ঃ 


80° | 90° | 100° 


60° 


т 


০০ | 10° | 20° | 30° | 40° | 50° 


1:87 | 1:27 | 115 | 1 | т 


137 |141 | r4 


140° | 150° | 160° | 170° |180° | 190° | 200° 


т іше 120° | 130° 


y | *59 | 87 | 29 ES -w| E EO 


сезі [т —1'97 


২২৪ উচ্চমাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


22. 


tla 
| 


Hlos 


Bin 


=N 


E 


Secant-Graph 


2 


ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ ২২৫ 


> 210° | 220° 


230° | 240° | 250° | 260° | 270° | 280° 


y ঢ় -ra| -xa —1387|-r27|—1:15| —1 |-s 


c 290° | 300° E 320° | 330° | 340° | 350° | 360° 


y ঢ় ~ar] — 13; 13 *37 `59 `81 | 1 


এক্ষণে, 0-এর দিকে 24 বর্গের একটি বাহু 10° এবং 0Y-এর দিকে 
ক্ষুদ্র বর্গের 10-টি বাহুকে একক স্থচিত করিয়া তালিকাভুক্ত বিন্দুগুলিকে ছক- 
কাগজে স্থাপন করিবার পর স্বাধীনভাবে অঙ্কিত রেখার দ্বারা সংযুক্ত করিলেই 
লেখটি পাওয়া যাইবে (পর পৃষ্ঠায় দেখান হইয়াছে )। 

লেখ হইতে ইহা স্পষ্টই প্রতীয়মান হয় যে, G) «=135° এবং 315° 
হইলে y=0. (ii) z=45° হইলে y বৃহতম, (ili) ০- 925^ হইলে y ক্ষুদ্ৰতম | 

1710. সমীকরণের লৈছশিক ANAN (Graphical . 
solution of equations) 2 

বীজীয় সমীকরণের ন্যায় ত্রিকোণমিতিক সমীকরণও লেখ-র সাহায্যে 
সমাধান কর] যায়; বস্তুতঃ বহু ব্যবহারিক ক্ষেত্রে [ বিশেষতঃ যে সমস্ত ক্ষেত্রে 
সমাধান প্রমাণ কোণ (standard angle) নয় ], দেখা যায় যে, একমাত্র লৈথিক 
safes সমাধান করিবার পক্ষে স্থবিধাজনক | এই পদ্ধতি নিম্নে দুইটি দৃষ্টাত্ত 
দ্বার! দেখান হইতেছে š 


Ех. 1. Solve graphically the equation 2 sin^z = cos 2w, giving 


217 hich lie between - 3a and $a. 
only those solutions of z whi кл 


এক্ষেত্রে, y=2sin?x=(1-cos 92), 
- এবং y=cos 2%, 
এই দুইটি সমীকরণের লেখ অঙ্কিত করিতে হইবে । প্রথমে s 


স্বাভাবিক কোসাইনের তালিকার সাহায্যে ia এবং $a এর মধ্যবর্তী ০-এর 
মান 10° বা 15° ব্যবধানে রাখিয়া z এবং %-এর অনুরূপ মানগুলির তালিকা 


উভয় লেখ-র ক্ষেত্রে পৃথকৃভাবে গঠন করিলাম | 


১৫ 


UC উচ্চমাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 


Graph of sin z + cos Ф 


পূর্ববর্তী ক্ষেত্রগুলির ay একই স্কেলের সাহায্যে (অর্থাৎ 0X-এর দিকে 
ক্ষুদ্ৰ বর্গের একটি বাহু 10°. 


এক্স সমান এবং 0Yু-এর দিকে ক্ষুদ্ৰ বর্গের 10টি বাহু 
এককের সমান কল্পনা করিয়া) আমরা উভয় ক্ষেত্রের তালিকাভুক্ত মানের 


ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ ২২৭ 


Saat বিন্দুগুলি একই ছক-কাগজে স্থাপন করিয়া ছুইটি লেখ অঙ্কিত করিলাম 
(নিয়ে দেখান হইয়াছে )। 

দেখা যাইতেছে যে, লেখ দুইটি যে সকল বিন্দুতে ছেদ করিতেছে তাহাদের 
ভুজ — фл, їл, бл, бл. 

অতএব, 9 віп": = соз 2% সমীকরণটি সত্য হয়, যখন w= —4л, 4л, 
3л, їл এবং এইগুলিই — 3a এবং 3 এর মধ্যবর্তী ৮-এর সমাধান | 


] 77777757771 


- Graphical solution of 9 sin?z = cos 2%. 


২২৮ উচ্চ-মাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 
.2. Sol hically the equation tan ж = 9z between 2-0 
ais zc АЯ [ C. U. 1939] 
এক্ষেত্রে এর পরিমাপ রেডিয়ানে গণ্য করা হইল। 
আমিরা প্রথমে y= 90 -- (1) 
এবং g=tanz + (2) 
এই দুইটি সমীকরণের দুইটি লেখ অঙ্কন করি | 
৮২0 এবং 2-4л-44 মধ্যবৰ্তী ত এবং “এর অনুরূপ মানের তালিকা 


গঠন করা হইল। 


(1)-এর ক্ষেত্রে ঃ 
т 0 т т т 
(রেডিয়ানে ) 5618/3 
то. 0 | 105 | 2-10 | 3:15 
(2)-এর ক্ষেত্রে : 

c о | Z |27| Зт | 4т | 5r бт | Tr | бт т 
(রেডিয়ানে) 18 | I8 18 | I8 | 18 | 18 | 15 18 | 3 
(অর্থাৎ F 
ыш? 0 ШЕ ШТ 1:19 | 1278 | 275 |5'07| = 


Ох-чї দিকে 5টি ক্ষুদ্ৰ বাহুকে 18 রেডিয়ান এবং 0Y-এর দিকে 10টি 


তর বাহু একক ধরিয়া আমর! উভয় সমীকরণের তালিকাভুক্ত বিন্দুগুলি একই 
ইক-কাগজে স্থাপন করিলাম | এই সকল বিন্দুগুলি যোগ করিলে আমরা 2—0 
এবং Бача মধ্যে দুইটি লেখ পাইব | (সংলগ্ন চিত্র দ্ৰব্য ) 


আমরা দেখিতে পাই যে, লেখ দুইটি r= 
4 বর্গের 33°5 বাহুর সমান সেইরূপ আর একটি বিন্দুতে 


৪96 বাছি ссу аз. 1831117 রেডিয়ান। 


ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ hus 


У. 
3 
2 
L 
I 
1 
71 Т 
T 
U 
3n-H-42 5Л-Н-6Л ЛЛ. ЕЛ. TATY 
XH? е Евре. 187477847773 
ү: 


Graphical solution of tan z = 20. 


অতএব) 0 এবং Jae মধ্যবর্তী 2-4 যে সমস্ত মান tan 2=2% 
সমীকরণটির পক্ষে সম্ভব, তাহা যথাক্রমে 2-0 9117; এই 5808 উপরোক্ত 


সমীকরণের সমাধান | 2 


ই উচ্চমাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


Examples XVII 


1. Draw the graphs of 
(i) sin 8% between z= 0? to z — 180°. 


(ii) tan 32 between z= — £a to z = zx. 


(ii) sin 0 сов 0 between 0 = —z to 0 = tz 
1 л л 

1 ——n—rÜ[ = — = +“. 

(iy) 6০526 — si sp between 0 sto + 9 


(у) cos (л sin z) between z=0 to ঢেল z. 
(vi) sin 6- ,/3 cos 0 between 0=0 to 0— x. 
(vii) Ф ০০৪০০ 4a between 2-0 to 2= 9z. 


2. (i) Trace the changes in the sign of cos 0—sin 0 as 0 
changes from 0° to 360°. Verify your conclusions by а graph. 
(ii) Trace the changes in sign and magnitude of 
2 sin 0 — sin 90 
2 sin 0 + sin 90 LB. H. U 12১8 


3. Draw the graph of y=sin (z+ iz) between the limits 
t= -z7 and w= ta. 


4. Draw the graphs of sin 0 and cos 0 between 0=0 and 
0-л. Wind the points where the graphs intersect. 


[.C. U. 1936, '46 J 


5. Construct the graphs of tan 2 and cos z between 0 and 


їл for т, making a tabulation of the values of y dividing the 
interval into 9 equal parts. 


If tan т=соз т, find a; 


pproximately the value of > from the 
above two graphs, 


[С U. 1943] 

6. Obtain graphically a solution of the equation tan «= il; 
between z—0 and &=$л. [OU 
[ Draw the graphs of y= 


7. Draw the graph of cos z—sin Әт for values of т lying 


between 0° and 90°, and hence obtain the least value of 
cos z — sin 2z in this range, 


tan z and у=1] 


8. Solve graphically the equations : 
(i) z — tan z=0, between £—Üandz—ia,  [0. U. 1945] 
` 


ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ ২৩১ 
(ii) 5 sin 0+ 2 cos 0=5, between 6=0° and 0 =970°. 
ІС. U. 1947] | 


[ Draw the дғарла о) y=5 sin 0+2 cos 0 and у=5 and find the common 
points. ] 


(iii) cot 0 — tan 0 = 2, between 0=0 and 9২৯ চে, 
[ 0. U. 1949] 


(iv) созес z= cot z + 5/3, between z=0 and =a. 
(v) cos a=sin дл +, between z = —3a and oF + Fr 
(vi) 5 = tan c = 9@, between 0 and 2л. 
(vii) 2 sin 2+=-3=0. 
(viii) 27 =cos z. 
(ix) т=соз°т. 

[ Draw the graphs of у= cos 22 and 
$ Бу a graph the displacement given by 
s=9 sin t sin 3t. 
у that the equation 2 sin 2 + cos 90 = ke 


y=2z-1.] 


9. Represen 


10. Show graphicall 
has only three real roots. 


11. Sketch tho graphs : 


y=a, y=sin z, y=tan a, in (- 2л, 2л). From the nature 


uggest any relation among 


of graphs near the origin, can yous 

them at the origin ? [ С. U. 1952 ] 
ANSWERS ' 

4. Ө-іт. 5. 2=38° 10' nearly. 6. ir. 7. —'97 nearly. 


(ii) 994° and 1123°. 


8. (i) с-0. (4) 46° 25" (nearly) and 90°. 
(vi) 119, 272, 4:92, 


(iv) $7. (ғ) 14° nearly. 


(vii) 1°16, 398, 4°95. (viii) +'82. (ix) 64. 


অষ্টাদশ অধ্যায় 
পরিশিষ (APPENDIX) 
Sec. A-_অপনয়ন (Elimination) 
181. কোন কোন ক্ষেত্রে কয়েকটি fafi সমীকরণ হইতে ত্ৰিকোণমিতিক 
অপেক্ষকের অপুনয়ন খুবই প্রয়োজন হইয়া পড়ে। এই সম্পর্কে কোন বীাধাধরা 


নিয়ম নাই; সমীকরণের রূপ হইতেই তাহা অনুমান করিতে হইবে এবং 
বীজগণিতের সাধারণ কোশল ও ত্রিকোণমিতির স্থুত্ৰাবলীও এই সঙ্গে প্রয়োগ 
করিতে হইবে | 


নিম্নলিখিত উদাহরণগুলিতে অপনয়নের কয়েকটি বিশিষ্ট কোঁশলের প্রয়োগ 
দেখান হইয়াছে | у 
Ех. 1. Eliminate 0 between the equations 
2 cos 0 + b sin 0 + c= 0 
а” cos 0 +b' sin 0 c —0. 


19914 প্রণালীর সাহায্যে প্রদত্ত সমীকরণ দুইটি হইতে আমরা লিখিতে 
পারি 


পির 
, bebo ca =ou ab- a'b 
bc! — b'c о сао 
сов 0 ab-gp এবং sin এন 
উভয়কে বর্গ করিয়া যোগ করিলে, 


(bo — b'c)? + (ca’ — c'a)? = (ab' — a'b)?, 

Ех. 2. Eliminate 0 from the equations 
2 Sin 0 +у cos 0 — 9a sin 90 
Z cos 0— sin 0= q cos 90. 


উপরোক্ত সমীকরণ দুইটিকে ৬ এবং 244 সহ-নমীকরণ হিসাবে সমাধান 
করিলে, ইহা দেখা যায় বে, ; 
т--а(сов 90 cos 0 + 9 Sin 90 sin 0) 
` =alcos (29 — 0) + Sin 90 sin 0] 
=alcos 0 + 9 віц? cos 0] 


পরিশিষ্ট ab 


এবং у=а( sin 90 cos 6 — сов 20 sin 6) 
= (sin 0 + sin 90 cos 0) = а(вїп 0 +2 sin 0 cos°0). 


7. + y = alsin 0 + eos 0)(1 + 9 sin 0 cos б). 


= a(sin 0 + cos 6)(sin 0 + cos 0)° = a(cos 0 + sin 0). 
অনুরূপভাবে, প্রমাণ করা যায় যে, 
-у-а(сов 0 — sin 0)(1 — 9 sin 0 cos 0) 
=a(cos 0 — sin 0)°. 
2 . 
a*(cos 0 + sin СЕТИ ঢ় (i) 
а (cos 0-віп 0)= (z — n uns (5) 


অতএব, উভয় পক্ষকে বর্গ করিয়া যোগ করিলে, 


(z+ ni t(r— ye = 2৫8, 


Ех. 3. Eliminate т and у from the equations 
a ৪07৭0 + b соз = ৫ 
b ту +a cosy = d, 
a tan 2 = 0 tan y. 


প্রথম সমীকরণ হইতে, 


a sin?z +b соз? = с(зїп* es 22) 
GS), 
(a c) віпі>-(с- 0) 60492. -. tan” 2 


দ্বিতীয় সমীকরণ হইতে আমরা লিখিতে পারি যে, 


2 40092), J. tany d-a 


> 


b sin?y +a cos*y=4 (sin 


তৃতীয় সমীকরণ হইতে, a” tan; = b° tan?y 
a*(c b) .. b*(d а) a) 
X а-с ad 
অতঃপর, সরল করিয়া আমরা নিম্নলিখিত অভেদটি পাই: 
i ч a alba ee 


টিন 


sco উচ্চ-মাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


Examples XVIII 


Eliminate 0 from the following pair of equations :— 


1. cot 9 (1 sin 6)-4а 2. ০৯৫ сов 0--b cos 90 
cot 0 (1 = sin 0)= 4b. у-а sin 0 +b sin 90, 
3. w=tan 0-- tan 20 4. a sin0-bcos0—1 


Y= cot 0 + cot 90. а cosec 0 — b sec 0— 1. 


2+0=0 (2 cos 0— cos 90) 
y —a (2 sin 0— sin 90). 


5. ш>-віп 0--cos 0 sin 20 6. 
у= ০০৪ 0 + sin 0 sin 99. 

7. ©=8 sin 0—sin 39 1 8. 
Y= cos 30 + 3 cos 0. 


2৯০০৮ 0 + tan 0 
у = sec 0 — cos 0, 


9. vsin60—4cos8- Мау? 10. 2 = cos 0 + сов 90 


соз 91. i-a I p "Sin 0- sin 90. 
Я by 2_72 
ШК с 5 —— =a? — ৮ 
০০৪০ sind ^ 
аш sin Ө, by cos 0 _ 
cos*0 віп”0 


42, 2 cog 9— V sin 0 = eos 90 
а b 


qu. y ; 
= = -9 , 
а Sin 0 p ০০৪০ sin 99 


18. z-—cosec 0— gin 0 14. 
У = вес 0 — cos б. 


sin 0 + cos 0=a@ 
Sin?0 + cos?0 = b, 
15. 5 сов0+ Я sin б=1 


2 Sin 0—1 cos 9 = (a? sin20 + 52 сов®в)®. 
Eliminate 0 апа $ from the followi 


ng equations (Ez. 16-19) :— 
16. sin 0 +sin $= 


2, cos 0 + cos $—y,0—4-—a, 


17. tan 6+tan $=6, cot 9+ cot $—5, 0 +g 


= Gs 
18. а sin20 +b cos?9—q COS +b sin 


*$=1, a tan 0=b tan $. 


19. 


পরিশিষ্ট 


sin 0 + sin ф= a, cos 0 + cos $ = b, sin 99 + sin 2% = 9c. 


২৩৫ 


20. If (a+) tan (9-%)-(6-8) tan (9+ 4) and 


a сов 26 + b cos 20 = ০, show that a° — b? + c? = 900 сов 9$. 


ANSWERS 


2. চেগ্ব(চ+ 0)? - y^) = (2? y? — 0°)°. 


‘1. (1-53) = ab. 
3; (c4-8y)* = y? (z+ 29). 
5, (ое =2. 


т. йе, 


2л (s 5€ 3). 
10. (Ша ait y 3) 


17. аб-(0-а) tan a 


4%: 
8. зу -oy =l. 9. 


s 
15. +L =a+b. 
ДА 


18. a+b=2ab. 


রি 


6. (z?-- y? 4-2a2)? — 4020-74-02) 


z? 


y 
pie 


11. (az) + (b) -(a?— ъз). 
18. E ҒЫ) ar 
16. x?-+y?—2 cos a=2, 


19. (ab—c)(a?+b*)=2ab. 


Sec. B 


কোনও ধনাত্মক gatea বৃত্তীরমান 9 
sin Ө < 0 < tan 9. 
0-কেন্দ্ৰবিশিষ্ট বৃত্ত এবং ইহার ব্যাসাৰ্ধ। মনে 


হইবে যে, 
মনে করি, ABC একটি 
করি,  ZAOB=0 রেডিয়ান। 
в বিন্দুতে BT "we টানিলে ইহা 
OA-sp বর্ধিতাংশকে T বিন্দুতে 
ছেদ করে। . BT-r tan 0. 
Əsas, আমরা জানি যে, একটি 
/-ব্যাসার্ধবিশিষ্ট বৃত্তের কোন অংশ 
যদি কেন্দ্ৰে 0 কোণ উৎপন্ন করে, 
তাহা হইলে এই 'বৃভাংশটির ক্ষেত্রফল 


3770. 


হুইলে প্রমাণ করিতে 


B 


(ও 


A T 


(gl 


Ee উচ্চমাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


চিত্র হইতে 251 স্পষ্টই বুঝা যায় যে, 

AOAB < ОАВ বৃত্তাংশ < A OBT. 
2. dr? sin 0 < 20 < brir tan 0. 
অর্থাৎ sine < ০ < tan o, 


Sec. С 


1" A এবং Bret যেকোন মান হইলে sin (A+B) এবং 
cos (4 +5)-এর সংশ্লিষ্ট সূত্রের প্রমাণ £_ 
CLIT А, В এবং A+B স্থ্মকোণ কল্পনা করিয়া sin (A +B) 
Z ү এবং cos (A+B)-4a . সংশ্লিষ্ট зурая 
জ্যামিতিক প্রমাণ দেওয়া হইয়াছে। আমরা 
এখন উহা আরও ব্যাপকভাবে প্রমাণ করিব I 
একটি রেখা OX হইতে আবর্তন আরম্ত 
করিয়া ZXOZ=A, এবং আরও আবর্তন 
করিয়া ZZop=p উৎপন্ন করে; অতএব, 
উৎপন্ন সমগ্র কোণ (А--Вум4 সমান। 
আবর্তনকারী সরলরেখার শেষ অবস্থানের 
উপর যে-কোন বিন্দু P হইতে OX এবং 07-43 উপর (প্রয়োজনবোধে বর্ধিত 
করিয়া) যথাক্রমে এবং РТ яч অঙ্কিত করা হইল এবং m বিন্দু হইতে 


TM এবং TR যথাক্রমে OX এবং Pম-এর উপর (প্রয়োজনবোধে বর্ধিত 
করিয়া) লঙ্গ অঙ্কিত করা হইল | 


উপরের চিত্রে ZPOT=B- 180° এবং যেহেতু PN এবং PT যথাক্ৰমে 

OX এবং 0প্র-এর উপর 44, অতএব 
ZTPR= / TON =180°— ZX0Z=180°— А. 

NOP ত্ৰিভুজ হইতে sin (A + В) এবং cos (A +]3)-এর আলোচনাকালে 
লক্ষ্য করিতে হইবে যে, PN 414% এবং ON ও OP ধনাত্মক | 

যদি আমরা OTM, PER এবং OPT ত্ৰিভুজগুলির মাত্র ধনাত্মক মানগুলি 
কল্পনা করি, তাহা হইলে উপযুক্ত бала PN < (TM — PR) এবং 
ON-C* OM + T'R-এর সমান লেখা xt | এক্ষণে চিত্র হইতে, 


sin (A *B)e DN. = IM=PR 


OP 


পরিশিষ্ট ২৩৭ 
TM OT , PR PT 


~~ От oP PT OP 
= —sin ТОМ cos POT + cos TPR sin POT 
= — sin (180° — A) eos (B — 180%) 
+ eos (180° — А) sin (B — 180% 

= —gin A (— cos В) + (7 cos A)(—sin B) 
=sin А cos B + cos A sin B. 

J ОМ-ВТ ОМ OT, RT 

পুনরায়, cos (А+) = ОБ = OP OT OP TPT OF 


= cos TOM cos POT + sin TPR sin РОТ 
= cos (180? А) cos (B — 180°) 
+ sin (180° — A) sin (B = 180°) 
—(- cos А)(— cos В) + зщ A (-віп В) 
= ০০৪ А cos B —sin А sin B. 
2. sin(A-B) এবং соз (4-9)-এর আরও ব্যাপক প্রমাণ 
(69 অনুচ্ছেদের সামান্তীকরণ ) :— 
এক্ষেত্রে xOZ কোণের ঘড়ির কাটার গতির বিপরীতাভিমুখী পরিমাপ А, 
এবং ZOP কোণের ঘড়ির কীটার গতির 2 
অভিমুখী পরিমাপ В; 49415 ঘড়ির কাটার 
গতির বিপরীতাভিমুখী পরিমাপ লইলে 
X0P-এর মান А-В; P হইতে PN এবং 
PT যথাক্রমে OX এবং OZ (চিত্রে 
বর্ধিতাংশের ) এর উপর 24; T হইতে TM 
এবং TR যথাক্রমে OX এবং চম-এর উপর 
ww টান| হইয়াছে । বর্তমান চিত্রে ТОМ 
এবং рот ক্োণদয়ের পরিমাপ যথাক্রমে 
180°-A এবং B-180 এবং PNOT 
{ез চতুৰ্ভুজ বলিয়া (LN এবং ZT সমকোণ) ZRPT= ZTOM=180°- A 
(পরিমাপে )। 
এক্ষণে, NOP ত্রিভুজের সাহায্যে sin (А-В) এবং cos (4-7)-এর 
পরিমাপ আলোচনা করিতে হইলে PN এবং ОМ-чя চিহ্ন খণাত্মক ধরিতে 


হইবে | 


২৩৮ 


উচ্চমাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 


ЕЕ. 


অতএব, sin (A-B)= ১ টিন (мт, PR ইত্যাদির 


কেবলমাত্র মান গণ্য করিয়া ) 
_ MT OT PR PT 


-OT OP PT OP 
= —sin ТОМ cos POT — cos RPT sin POT 
= — sin (180° — A) cos (B = 180°) 
- eos (180° — A) sin (B – 180°) 
= -sin А (= cos В)-(-сов А(-віп В) 
sin a cos B — cos A sin B. 


অনুরূপভাবে, cos (A — B) = ant ON-«& উপযুক্ত চিহ্ন ধৰিলে ] 


= Bt আলু LRT, ом ইত্যাদির কেবল- 
মাত্র আঙ্কিক পরিমাপ ধরিয়া ] 
ET PT OM OT | 
РТ OP OT OP 
= —sin RPT sin POT 
+ cos TOM cos POT 

= —sin (180* — A) sin (B- 180°) 

+ eos (180° — A) cos (B— 180°) 
‚= —sin A (-віп В) + (- cos А)(— cos B) 
= сов А cos B + sin A sin В. 


3. sin (A+B), сов (A+ В) вс Sexy cape | 
প্রথম ক্ষেত্ৰ А এবং B উভয়েই সূক্ষ্মকোণ, কিন্তু A+B > 90°. 


x ОО 8 X 


" Й ২৩৯ 


অঙ্কন 61 অনুচ্ছেদের অনুরূপ ; এক্ষেত্রে অঙ্কিত লঙ্বের পাদবিন্দু Q, х0-4 
বর্ধিতাংশের উপর পড়িবে | 
ZTPR=90°- ZTRP= ZTR0= ZROS=A. 


PQ QT-PT RS+PT 
sin(A+B)=sin XOP-55- op টা 


. RS OR PT PR PR 
“OR OP ` PROP 


=sin A cos B + eos TPR sin B 
=sin A cos B + cos A sin B. 
cos A + B) = cos ХОР= - 09 ВОВЕ মান 
ধরা হইয়াছে | 


_89-80_ 05 _8Q _ OS TR 
ОР OP OP OP ОР 


_ 08 OR _ TR PR 
“ОВ ОР PROP 


=cos А cos B — sin TPR sin В 


=cos А сов B — sin A sin В. 


দ্বিতীয় ста: À সুলকৌণ, B সৃন্মমকোণ কিন্ত A+B < 180. 


2570 EU О 
অঙ্কন 6'1 অনুচ্ছেদের অনুরূপ | 


L'EPR - 180 - ZRPQ= ZROQ=180°- A. 
sin TPR —sin A, cos TPR- - cos À. 


PQ QT-TP RS-PT RS PT 
gin (A+B)=sin XOP= 0p "gp OP “ОР OP 


এক্ষেত্রে, 


dx উচ্চমাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


RS ОВ PT PR 


ОВ ОР PROP 
=sin А cos B — cos TPR.sin В. 
=sin А cos В + cos A sin В. 


cos (& +B)= cos XOP = = 99 [ 00-4 কেবলমাত্র আঙ্কিক 


পরিমাপ লইয়া ] 
--98*8Q OS SQ OS тв 
OP OP OP OP OP 
_08 OR _ TR PR 
OR OP PROP 


= сов A cos B = sin TPR sin B 
= сов А cos B = sin A sin В. 


তৃতীয় ক্ষেত্রঃ 4 এবং В উভয়েই স্ুলকৌণ, কিন্তু A -B সূন্মম- 
কোণ। 


অঙ্কন 6'2 অনুচ্ছেদের БЕКИЙ] 
এক্ষেত্রে /TPR- и ROS= 180? — A. 


E ER. 


-PTPR _ RS OR 
PROP OR OP 
“сов TPR sin POR —sin ROS cos POR 
= соз (180? — A) sin (180° — B) 
— sin (180° — A)'eos (180° — B) 
= cos А sin B— sin A (- сов В) 
=sin A сов В — соз A sin В. 


পরিশিষ্ট ie 


OP OP ОР OP 
= ০৪.০} RT PR 
OR OP PROP 
=cos ROS cos POR+sin TPR sin POR 
= cos (180° — A) cos (180° — B) 
+ sin (180° — A) sin (180° — B) 
=(— соз A) (— cos B)-- sin A sin В 


=cos А cos B + sin A sin В. 


cos (А — B)= cos РОО 22 = 09.90 "081 RT 


দ্ৰেষ্টবয়। অন্যান্য বিশিষ্ট ক্ষেত্রেও উপরোক্ত চারিটি za প্রমাণ করা যায়। 
উহাদের অঙ্কন ও প্রমাণের পদ্ধতি অনুচ্ছেদ 6'1 ও 62-3 ALAA | 


Sec. D 
SHC 13'10-= অন্তুসিদ্ধান্ত 


অনুচ্ছেদ 1329, 183,124 এর স্থত্ৰগুলিকে যথাক্রমে (Т), (Ш) ও (ШІ) 
দ্বারা সুচিত করা 52271 অনুচ্ছেদ 18+10-তে দেখানো হইয়াছে যে (ILI) নং 
সূত্র হইতে (II) নং সুত্র পাওয়া যায়। এক্ষণে আমরা দেখাইব যে, কোন একটি 
হইতে অপর দুইটি за প্রমাণ করা WA | 


(III) নং সূত্রের দ্বার! (0) নং yraa প্রমাণ 2 
wg: 18:4-র দ্বিতীয় wa হইতে D- মান যদি প্রথম সুত্রে বসানো যায়, 
তাহা হইলে 
а= (с cos À + a cos С) cos О +c cos B 
а(1 – сов?0)-с(сов А cos O+ cos В) 
61609 A cos С — сов (A +0} 
[77 A+B+0=z7] 
=c sin A sin C. 
a sin20—c sin À sin C. 


а 6 


sinA sin Ü 


১৬ 


383 উচ্চ-মাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 


অহরূপভাবে, ০র মান প্রথম স্থত্রে বসাইলে প্রমাণ করা যায় যে, 
а b 


о 
(D নং সূত্রের দ্বার! (II) ও (Ш) নং সূত্রের প্রমাণ 2 
0) মনে করি; АА - ০৫০ 
অতএব, a=} sin A, b=k sin B, c=} sin 0. 
b? Tc? —а* 
2bc 


= (sin°B + 5120 — sin A) 
1.29 sin B sin С 


= Sin®B + sin (O + A) sin (0- A) 


2snBsnO = 
sin Bfsin B+ sin (G — А} 
2 sin B sin С 
Г. sin (G+ A)=sin (z— B)=ssin B] 
= Sin Bfsin (C + А) +sin (C—A)} 
2 sin B sin G 
= sin B sin OcosA _ A 
2 sin B sin С ТЫР 
(ü) 0০০৪0400973 = зїп B cos O + sin С соз В) 
=} sin(B+0)=%sin A i А+В+0О=л] 
=a. 


(D নং সূত্র হইতে (1) নং ও (Ш) নং সূত্রের প্রমাণ e 
G) sin*A=1~ сов? А 
MLE ENE ETRE 
Eb. 4০2০৪ 5 
te? = a? (bc — 5? — c3 +a?) 
4৮4০২ 
= ео 


OG e a — Da- b— o) 


51 


=з [ধরা হইল] P ША — 5 


a 4436302” 


পরিশিষ্ট 


২৪৩ 
অনুরূপভাবে প্রমাণ করা যায় যে, 
Be এ ROL 
৮২ 4৫50০ SAN) сї 4022502 
. 90248 91027397020, 
с а? b? с? 


স্থতরাং sin À _ sin B _ sin C, 
a b с 


(ii) অঙ্গচ্ছেদ-এর দ্বিতীয় ও তৃতীয় সুত্র যোগ করিলে 
b? +0? = b? + c? + 98? _ 9ca cos B _ 2а cos О 
= 9৫2 = 9са сов В + 208 сов С 


বা a=c cos B+ b cos C. 
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1. (a) Prove that the radian is а constant angle, Find its value in degrees, 
minutes еіс. [ T =3- 1] 


(0) Tho angles of a triangle are in Arithmetical Progression and the 
number of degrees in the least is to the 


number of radians in the greatest as 
60107. Find the angles in degrees. 


2. (a) If A, B, A+B are all acute angles, prove (geometrically) that 
соз (A+ D) cos А cos B-sin A sin В. 
(b) Find the value of 
sin? 60°+ cos? 150?-- tan? 120°+ cos 180° 
3. (a) Find the values of 0 between 0° 
2 sin*0-- 8 cos 0=0. 
(b) It A+B=90°, prove that 


GERE URSI ap 55152 tan A—tan В. 
sin 24 


— tan 185°, 
and 360° which satisfy the equation 


4. (a) Ina triangle АВС, prove that a=b cos C-+¢ cos B. 


(b) In a triangle, the angles are to one another as1:2:8; prove that 
the Corresponding sides are as 1 : м8 :9. 


5. Two vertical pillars, the Ве! 
other, 
Pillars 
tho taller and the sho 


ight of one of which ig double that of the 
At a point between the 
elevations of the tops of 
° respectively. 
6. Draw 


the h of si 
1203, T3 Braph of sin z between 


the values!z— 
h, the value of sin 120°. 


—т and z— and find, 


1960 ( Compartmental ) 
1. (a) The differen 


a А 7 acute angles of a right-angled 
triangle is ӛт radians ; express these angles in টু 5 nS 5 


8=slr. 


উচ্চ-মাধ্যমিক প্রশ্নপত্র J ২৪৫ 


2. (а) If A and В are both acute angles and А i 
টি gl n is greater than B, prove 


sin (4 — B) =віп А cos В-сов A sin B. 
(b) If sin এ = and cos B—13, where А and В are acute angles, find the 
value of 
tan 4—tan В 


I+tan А tan B. р Ў 
3. (а) Find the values of 0 between 0° and 360° which satisfy the equation 
sin?@—2 cos 0 - 1—0. 


(b) It A+ B+ C 180^, prove that 
sin A+sin B+sin С=4 cos 34 cos 4B cos 3C. 


4. Ina triangle ABC, prove that 


রুকন = 
(i) cos a= tee, (ii) a cos 8=9-(6+9 sin FE 


5. The upper part of a straight tree broken over by the wind, but not 
completely separated, makes an angle of 30? with the ground, and the distance 
from the root to tho point where the top of the tree iouches the ground is 
50 feet. What was the height of the tree ? 

6. Draw the graph of cos z between the values of x= —7 and z== and 
read off from tho graph, the value of cos 150°. E 


1961 
1. (a) The radius of a circle is 10cm. ; find the angl 
minutes, subtended at its centre by an are 6 em. in length. 


(b) The angles of a triangle are in Arithmetical Progression. If the 
number of degrees in the greatest angle is the same as the number of grades 
in the least, find the angles in degrees. 


2. (a) If A, B and А-В are positive acute angles, 
sin (4- В) = зіп А соз В- cos A sin В. 


е, in degrees and 
[r=] 


prove geometrically that 


(b) Find the value of А " ^ 
sin 330°+ tan 45°—4 sin? 120°+2 cos? 135°+sec* 180°. 


3. (a) Find the values of gibetween 0° and 360° which satisfy the equation 


қ/8 sin 0+ cos 0=1. 


(b) If A+ B+ C =180°, prove that 
tan A+tan B+tan С-ізп А tan B tan C. 
4. Ina triangle ABO, prove that 


(a) sin A віп В sin C. 
2) ES Я 


(9 asin (В-С)+6 sin (0—А)+с sin (4— B)=0; 


২৪৬ _ উচ্চমাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


5. On a straight coast there are three objects А, В and C such that 
AB=BC=4 miles. А steamer approaches B in 


6. Draw the graph of sin x between the values of 2= 0° and а=860° and 
read off from the graph, the value of sin 240° 


1961 ( Compartmental ) 


1. (a) Define a radian. Takin 


Е 7—31416, show that a radian contains 
206265 seconds approximately, 


(5) One angle of a triangle is 3x grades 


and another is 2z degrees, whilst 
the third is টি radians 


; express them all in degrees. 
E (a) 1t 4, B and А-В are all positive acute angles, prove geomotrically 
cos (4— B) — cos А cos B+sin A sin В, 

(b) Find the value of 
7985380456৩ 45°—cot% 45°) — (cos? 60°-+sin? 120°), 
8. (a) Prove that 
сов 34 —4 cos? A —3 сов А. 


(9 1t 44+9460= 180°, prove that 
sin 24--sin 2B-+sin 20-4 sin Asin B sin C, 
4 Ina triangle ABC, prove 
(a) с-а cos B+b cos 4, 


(b) (b=) cos 2. =a sin BEC. 


5. Two Vertical poles are 120 fe i i 
et apart and the height of ono is double 
that of the other, From the middle Point of the line айн their feet, 
an observer finds the angular elevations 
Find their heights, 


of their tops to be complementary. 


6. Draw the graph of со, 
read off from the graph the yal 


S ш between the values ০৯০০ and z=360° and 
lue of cos 300°, 


উচ্চমাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি ২৪৬(ক). 
1962 | 


1. (a) The circular measures of two angles of a triangle are š and $. Find 
the number of degrees and minutes in the third angle. 
[27 radians=2 right angles ] 
(b) The diameter of a graduated circle is -6 ft. and the graduations 
on its rim are 15’ apart ; find the distance (in inches correct to two places of 
decimals) from one graduation to another next to it. [r=] 
2, (а) If A, B, A+B are all acute angles, prove geometrically, that 
cos (4 + В) = соз А cos В-віп А sin B. 
(b) Show that 
sin 420° cos 390°-+ cos (— 300°) sin (—330°)=1. 
3. (a) Find the values of 0 between 0° and 360° which satisfy the equation 
cos*8 —sin 0=1. 
(b) If A + B+ 0 =180°, prove that 


Е о, 
sin А--віп В-віп С=4 іп о sing боз 5 


| 4, In a triangle АВС, prove that 
Veto 
902 


| (a) cos A= 


| (b) a sin (+ = (b+c) sin 4. 

5. Tho anglo of elevation of the top of a tower is observed to be 60° from 
a point in the horizontal plane through the foot of the tower; at a point 
40 ft, vertically above the first point of observation, the elevation is found 
to be 45°. Find the height of tho tower and its horizontal distance from the 
points of observation. 


6, Draw the graph of cos z, 
read off from the graph the value of cos 120°. 


1963 


1. (a) It এ, Band А-В and А-В are all acute angles, prove that 
cos (A—B)=cos А cos B+sin A sin В. 
(b) If cos 6-віп 0= м sin 0, prove that cos 0--sin 0= ,/2 cos 0. 


2. (a) Find the values of @ between 0° and 360° 
cos 6+ ১৪ sin 0= A2. 

(b) It A+ B+ 0= 180", prove that ES 

cos A+cos B-- cos б=1+4 sin 2 віп T sin zr 


between the values of a= —7 and z—7 and 


which satisfy the equation, 


২৪৬(খ) উচ্চমাধ্যমিক ত্ৰিকোণমিতি 


8. (a) Prove that in a triangle АВС, with the usual notations 
int = [sco o, А pf aaa. 
27254 ইরা 2 bc 


(b) The sides of a traingle are 20", 21" and 99", Find its greatest angle. 


4. A man on a сИЯ observes a boat at an angle of depression of 30°, which 


is making for the shore immediately beneath him, Three minutes later the 
angle of depression of the boat is found to be 60%; assuming that the boat 
moves uniformly, how soon will it reach the shore ? 


5. Draw the graph of sin 9z between the values of z= -т and z—7 and 
read off from the graph the value of sin 150°, 


1964 
1. (a) Tf A, B, A+B are all acute angles, prove geometrically 
cos (4+ B)= cos А cos B —sin Asin B. 
(b) If tan 8-- sec 9= c, prove that 
A g? 
sin т 
2 (a) Prove that, in a triangle АВС, with the usual notations 
4 (s= ys — c) 
tan = = /M-—0/(s—c). 
=] s(s— a) 
(0) The sides of а 
the side 10, given 
L tan 29° 30/= 9'7526420 
I, tan 29° 29'=9:7593479 
log 2= "80103. 
З. Two chimneys are of equal height, 
in the line Joining their bases, 
of the nearer опе to be 60°, 


triangle are 9, 10 and 11, find the angle opposite to 


A person Standing between them 
which is horizontal, observes the elevation 


Draw the graph of y— cog ®—5їп z between the values of z= _ and 
®=т and find from the graph the value of z for which tan @=1, 


TABLES OF LOGARITHMS, NATURAL SINES, 
NATURAL TANGENTS, LOGARITHMIC SINES, 
LOGARITHMIC TANGENTS ETC. 
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NATURAL SINES AND COSINES 
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96T FLT SAT TET GOL 18 99 77 02 | ০8 | 81699. 26999. 08799. 09099. 77099. 35899, 90999. | 1% 
GGT LAT чат EST IIT 88 99 77 55| ০6৮ | 90999.0 98699.0 99199.0 970%9:0. 8619.0 10579.0 62579.0 | «07 
506 GLI LOL сет GIT 06 19 9» 55| «09 | 60679. сото. 56869. 80959. 68069. 39189. 20609. | 68 
৫০৪ GST бет LET FIT 16 89 97 65| «IQ | 26600. 90559. 61909. 14009. %0009. 9679. 99919. | ০8৪ 
605 GST ZIT бет ITT 56 O) 97 66 | 09 | 99919. 16619. 10119. 91809. 27909. 71709. (08109. | г/6 
ঢা LOT FOT OPI LIT 76 OL LY 66 | ০8০ | 68109. 67600. 91469. 08700. 87064. 71069. 62/88. | 98 
GIG OGT 997 ZPT GIT 96 Th LY 701 «78 | 61180,0 67989.0 10689.0 01086.0 66810.0 96929.0 89819.0 | ০9৪ 
өте 001.897 PPT OZI 96 GASP Yë | ০9৫ | асва. 6119. 08899. T7999. 10792. 09799. 61699. | J. 
616 FEL OLT OPT GGT LG GL GP yë | ০0৫ | Gress. 85999. 96799. 70144. 19679. 80179. 79779. | 088 
TGS 961 ZLT LPL SGT 86 PL 07 95| 2/9 | $0779. 05579. 01660. 08/89. 78769. 86060. 66059. | 06 
606 861 PAT GPE PET 66 PL 09 GG} ০89 | 56659. 9269. 86759. 09508. 350069. бета. $90919. | TE 
956 005 QAT OST 951 001 Gh 09 që | „69 | 709т9.0 7919.0 70019.0 791090 €0909.0 59503.0 00009.0 | ০08 
955 605 LAT бат LET TOT 94 та 95| ০09 | 00009. $87567. 46767. 57567. 68687. 98187. 18787. | 66 
065 705 GLT ФОТ 851 GOT LL T9 96 | ৮9 | 16787. 95687. 12627. ӨТМ. 09717. FOGLE. 27697. | о80 
565 906 IST GGT GZT SOT Ll 69 95| 09 | 27697. 06997. 68797. GLIOF. 21699. 89997. 66699. | 2/0 
PEG 805 ZST 997 OST TOT 9) 59 951 ০89 | 66607. ОТС. 03877. 02997. 69899. 86077. 887. | 6 
965 OTG PST LGT TET SOT 61, 69 95| ০9 | 16867.0 9987.0 6167.0 Т<067.0 88/57.0. 95957.0 5966.0 | 95 
985 GIG 9৪ бат eer 907 ов 89 15| ০99 | 59557. 36617. FELIP. 6971. $0617. 68607. 71907. | ০৫ 
OFZ FIG LST 091 FET LOT OS ৪৫ LG | ০99 | 72907. 80707. GPTOP. 94868. 80968. 17868. 61066. | ০৪% 
отб STG BBT TIT SET SOT 18 79 LG | ০/9 | 61068. 90886. 2/6988. 89588. 66618. 086. 19748. | 200 
776 LIG OGT GOT 98I SOT TS ve LG | 89 | 09706. 16126. 10698. 09996. 61998. 80198. 26898. | 210 
975 816 TGT FIT LET GOT 08 99 LG | „69 | 8896.0 99996.0 6598.0 10006.0 SFLFE.0 3/778.0 50578.01 „02 


উচ্চমাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 


২৫৪ 


вәопәләдт uvo 


SHNIS 'IVHOLVN 


STT OOT 88 9 89 09 88 95 ST 1.00 | 16906. 10006. 68606. 69806. 88106. 10006. 6/968. | .59 
ATT. FOL TG 84 49 59 68 95 er | „9 | 6/868. 00768: 60968: 86768. 89568. — 56568. 10168. | 99 
ТОТ SOT 76 18 19 $9 OP LG бт | сё | 10068. 89698. 66888. 10188. 99988. 18788. ৫6688. | 09 
SGT TIT 46 88 69 9957 86 PI | ‚80 | 06558. 89198. 06088. 58828. 57/18. 60918. 97/8. | 270 
GGT РТТ 007 98 54 29 87 65 vr | .62 | 69F29.0 156/80 8/Т/8.0 96048.0 56898.0 8199.0 0998.0 | „09 
SET SIT 80769 FL 69 FF 06 ST} ০08 | 50998. 10708. 07899. 89198. 91098. 99898. 27168. | ১6৫ 
LET GGT 907 16 94 79 97 06 ST] TE | 21108. 10008. 91798; 79598. 51198. 69678. 90878. | gç 
ІРІ 951 OIT 76 84 89 LF ТВ өт | „28 | 9088, 08978. ৫0৮৮৪: 66678: 58178. 06078. 1/9868. | 2/6 
PPI 861 GIT 96 08 79 ӨР 56 9T | „58 | 19868. 80/68. 67968. 65668. 85588. 99068. 70669. |06 
STI GET QIT 06 68 99 67 66 97 | „те | 7068.0 17/68.0 11658,0 81708.0 87558.0 8068.0 97618.0 | 0৫৫ 
591 SGT ӨТТ ТОТ 98 89 19 ve ¿T | ০৫৪ | crore. 87/18. 09918. GIFS. 57518. 601018. 60608. | JG 
ЭЧТ SGT TET POT 4S 69 59 96 LT | ০98 | 50608. 08/08. 80008. 98608: 51508. 86008. $9864. | 96 
GIT GFT FGT 901 68 TA 89 98 Sr | „ле | +9862. 88964. тоб. 86662. 8476). (086841. 10884. | “26 
SOT ӘРІ LBT GOT TG 6 79 96 Sr | ০৪৫ | 10588. 55094. б?Т8), 19582. 61081. 168М. STLLL. | STG 
19Т BPT OST ТТІ 86 FL 99 LE Gr | ০68 | GTLLLO 1894.0 тело GOTLL.O 1469/.0 16194.0 ¥0994.0 | ০0? 
OLT тат GET SIT 96 94 19 86 бт | .Op | 70994. LTFOL. 66692. TFO9L. 19894. T9994. TLESL. | ০67 
SLT PAT ৪৪7 ITT 96 LA 89 68 Gr | oTP | 1172. 08594, 8800), 9097, 60/7. 60974.  vISPL. | ০৪৮ 
LLT LAT SET SIT 86 8, 69 68 05 | „бр | 787. 05192. тебе), 85484. 16984. 8888). 2818. | oL? 
OST OST OFT OGT OOT 08 09 OF 05 | ০৪% | свте). 26600. 26/0). 46951. 1666). 96167. T8614. | OF 
УВТ GIT SPT GGT GOL 58 T9 ТУ OG | opp | FEGTL.O 68710 65914.0 95814.0 TGIIA.0 91604.0 1т101.0 | .Gy 
6 8 4 9 9 j.8 5. 09 0% 0? 108 105 Or 0 


২৫৫ 


NATURAL SINES AND COSINES 


TABLE II] 


'SHNISOO ТУЧПТУМ 


€ = ৰ ERU аламы ж нына Жы ЕВАНС 2-2 
68 ;h 9 @ т 6 5 Gt 0 ют 106 108 0? 109 (09 
00000.Т | ০06 
20 | 00000.T 00000.т 86666. 96666. 480606. 68666. 98060. 68 
el | 98666. 61666. 62666. 90666. 480666. 67666- 66606. | ০1৪ 
т OT 6 8 & 9 v 8 I |e | 66666. 65666. 11666. 40666. 66960. 81866. 89866. |е 
ӨТ ТІ er 1t 6 L 9 P G |26 | 69866. 27966. 16866. 61806. 96166. 94166. 92106. | ০৫৪ 
16 8T ОТ м BE 6 4 q 6 | oP |99166.0 96/66.0 1166.0 6966.0 89966.0 77966.0 61906.0 | ° 
4 v6 og LT FL ITS 9 8 |.9 | 61966. 16966. 19960. 07966. 11966. 59766. 00766. | vB 
08 95 ez 06 м ST OIL | 9 | 60766. teree. (06666. №9866. 76866. 0666. 99566. | «88 
76 Og LG GG 6T SLITS v | oh | 90566. 61066. (08766. $7166. 90106. 19066. 10066. | ০৫৪ 
68 76 06 95 бб / 66. 7 [8 | 15066. 99686. 77686. 50686. 80886. 91886. 69/96. | 218 
37 86 76 65 76 GI PLOTS |.6 | 69/86.0 5186.0 9/986.0 65986.0 08986.0 T6986.0 18786.0 | «08 
вр GP LG 68 16 16 9T ID | OL| 1986. 08786. 85886. 96686. 61086. 81586. ৪9786. | bh 
ба өр TP 98 66 ৪6 ঠা GL 9 | Т | 69186. 20186. 09086. “6016. 76616. 65816. 9796. | 8A 
18 03 % 86 GE 95617679 | L| 91846. 979546. 669/6. 06916. 99916. 50916. 16716. | ohh 
19 79 ‘Ly IP 76 LG O6 VI | EL | 16726. TLELG. 7066. 16616. 69156. (00116. 06016. | Әл 
49 89 19 FP 98 65 GG ST L | „Т | 060/6.0 69696.0 ¿9896.0 91896.0 9196.0 19996.0 €6996.0 | GA 
OL 59 99 LF 66 1666978 | -GT | 6996. 21996. 07796. 689696. 98596. 90596. 95196. | У 
ph 99 89 04 TP ৪৪ ০6 LT 8 | ০9 | 95196. 97096. 19696. 08846. 66496. 91296. 08996. | EL 
6L OL T9 59 ph 96 9o Sr 6 | | 08996. 7996. 69796. 01606. 18596. 96196. 90196. | oh 
68 vL 79 99 9P 26 Sc Sr 6 | „87 | 90196. 91046. 70676. 56876. (07/76. 97076. 69976. | Th 
18 84 89 89 GP 68 66 GT ОТ | ০6 | 59976.0 1<776.0 19676.0 79676.0 )9176.0 89076.0 69686.0 | «ОД 
56 18 Th 19 19 Tř 18 06 ОТ | 200 | 69686. 69886. 69186. 10066. 09966. 09766. 8৫886. | ০69 
96 98 SL 9 88 EF 58 IG IL | old | 89886. 89566. 87166. 07086. 98666. 10806. 91166. | .89 
OOT 68 84 19 99 GF 66 55 TT | ০৫৫ | 81/56. 60906. 66756. 88856. 92666. 79106. 09066. | .L9 
ТОТ 66 18 OL 89 9P 96 66 GI | ০৪8 | 09056. 96616. 55816. 90/16. 06816. 545716. 69616. | .99 
801 96 78 01 09 8? 96 76 BI! -Po ! 99816.0 98516.0 9ТТ16.0 96606.0 %/806.0 £2/06.0 16906.0 | 99 


765 096 655 IGT FIT TST 86 99 68| ০0% | 26596. 89098. OFLE. бтр. 9809. ৪9/76. 
166 696 966 PGT GOL GT LG 99 GE} TA | 66778. 80776. 68766. 09788. 98188, FISTS. 
886 995 706 ZGT O9I 861 96 79 061,04 | 56756. 1156. 00918. 08076. 01616. 176806. 
986 895 IGG OGT SAT 961 96 89 56| EL] 84908. 9506. 88665. 16966. 0865. 06685. 
596 OSG 616 SST LGT 951 76 89 TE} PA | 9985.0 09885.0 97085.0 8116.0 GIFLE.O /01/6.0 
615 876 / 9ST GAT POI 86 09 IS | ,04 | 96/95. 68706. 54195. 59895. 04006. চে, 
ALG 976 ЭТб GST FST EST 66 09 [৪ | ০9% | 66696. 697. 9187. ৪0078, 00485, 86888. 
846 FFG FIG GST SST GET 56 19 IS] oll | 16086. 18455. 90965. 69106. 79816. 09916. 
826 GPG GIG GST GGT TET 16 Т9 06! ০8 | 99516. 59605. 87906. 67605. 57005. OFLET. 
2 TLG 126 TIG ТВТ Тат OSE 06 09 0৪1 .64] SEFGT.O 96Т6Т.0 <688Т.0 T6€81.0 SEZZ9T.O ееблт.о 
E 696 685 605 6/Т OST OZT 06 09 08 | (08 | 9897. 66617. 6021. FELOT. 9৪797. летот. 
196 886 S06 BLT OPI GIT 68 69 08| ০18 | 98807. 07401. 67001. 276৮. 61991. Теетт. 
996 165 105 ВАТ ӨРТ ӨТТ 68 69 08| ০8৪ | PCOPTI. 8946Т. TIPET. GITET. 69801. PLAGET, 
E 896 965 906 OAT LPI STE 88 69 65| „98 | 8/1051. 686ІТ. S89IT. FETT.  660II.  GOSOT. 
Е 598 965 906 9/Т LPT ӨТТ 88 69 66) ০7৪ | OTSOT.O 91с01.0 80060.0 65960.0 8860.0 57060.0 
É 895 760 706 SLT 977 LIT 88 89 65| „98 | 67/80. 90780. 69180. 080. 84910. 280. 86690. | oP 
= $95 786 POG ALT OFT LIT 88 89 65| ,08 | g6690. 00190. 80790. 97190. FESLO. ৪8৪০০, 776৫0. | Sg 
896 880 706 SLT OPT ITT 48 89 6G | ./8 | 17690. 67670. 86970. 90670. GLOTO. 68160. 86760. Ва 
Ë 096 886 706 GLT OFT OTT 48 89 65| ০৪৪ | 5680. 10580. 01650. 61950. 80600. 26000. 9р0. | -T 
896 666 706 SLT IPT IIT 48 89 65| „68 | оғ/10.0 9910.0 TOTIO.0 8900.0 58900.0 1600.0 00000.0 | 20 
А )9 7778-76-77 09 09 0% 08 108 40] 0 
৪9990949]]]0[ ULI 
FEF 


২৫৬ 


SINGONVL TVYALYN 
III ялау 


২৫৭ 


NATURAL TANGENTS 


TABLE III] 


6 8 jb 


SINHDNVIOO TVYOLVN 


17717717757: 0 ют 05 108 107 109 09 

914 LOP OOF 878 986 606 GAT PTT 49 00000.T 05766. 87886. О! 86. 00/46. 661/16. 69996. | FF 
867 577 188 586 LLG 166 99T ТТТ 99 69996. 80096. 19796. 96876. 676, 26/66. 59586. | ‘ЕР 
587 60? 9/8 158 895 PIG TOT LOI FQ 69686. 60456. 02156. 88916. 66016. 69906. 07006. | ৫৫ 
197 ОТ? 898 TIS 095 805 IGT ТОТ 59 07006. 41968. 06688. 61788. 996/18. ТФР/8. 65698. | ТР 
$97 GOP 698 GO 695 TOS Тат ТОТ 09 65698.0 61798.0 01698.0 80798.0 9068.0 LOPPS.0 O0T689.0 | ০0৮ 
OFF 168 078 866 975 96Т LFI 86 бр 01668. 91768. 80608. 16758. 97678, 798. 81608. | ০6৪ 
857 088 888 986 885 OGT EFI 96 Өр 82608. 86708. 00008. 7796. 02062. 8698). 6518. | ০86 
OTF OLE 766 LLG TES GBT BET 26 OF 66181. 19041. 9074 66/01. 5594. BIBeL. сово | LE 
40? 098 GTG OLG 955 OST SET 06 ср 99894. . 00672. — LVYL. 96661. LFGEL. 0018. 996: |206 
968 T98 108 896 055 OLT BET 88 FH PEIGL.O TIGGL.0 GOLTL.O 6881.0 T680L.0 9101.0 7600:0 | 99€ 
988 576 008 LAG PIG ILI SGT 98 ер 180001. 88969. 14769. 80189. 10889. 9819. 7979. | е 
916 FEE 666 195 605 LOT IGT 78 бр T2749. 8G0L9. 80999. 68199. 1,99. (4609. 776৮9. | 288 
898 168 985 975 906 ФОТ SGT 08 IF 17679. 86979. LITHO. 1089. 66569. 606860. 18769: | oge 
098 058 085 076 005 09Т OZI 08 OP 48759. 88069. Т8919. 08579. T8809. 88709. 98009. | Te 
898 816 LG 965 96T LET SIT 8, 66 98009.0 T6969.0 16669.0 0689.0 8T989.0 %0184.0 861290 | Og 
978 408 696 085 ZGT FST SIT LL gg SELLI. 87619. 09694. 11099. $76199. 51899. 716748. 66 
688 506 FIG 966 GST ТСТ SIT 9) ৪6 16744. 19089. SLOP. 96679. 05689. 897889.  TATGG. 286 
888 966 695 006 GSI ӨРТ III FL LE 127168. 86260. 15759. 19069. 88918. 05619. 64600. old, 
166 166 796 ВТб GBT СРТ GOT 6, 96 $9609. 18004. 55608. 80867. 96767, FETGF.  ellgy. 96 
168 986 095 FIG 6LT ЕРТ LOT TL 96 887.0 УТУВТ.0. 99087.0 8697.0 178/7.0 8692.0 16997.0 ০৫৪ 
97৪ 185 9FG TIG ӨЛІ ОРТ GOT OL сє 18909. 21697. 76607. 81697. 0650р. GLOFF. блр}. 874 
TIG LLG 576 806 ELT SET TOT 69 се 80077. GLIPP. 86867. ТӨРЕ?. 99167;  TGly. PPEP. .£6 
908 545 685 905 OLT JET ZOT 89 те LYVGY. 4016. 69/77. TEPIP. 18017; ТОР. 80707. | „20 
808 695 985 006 ৪97 FET TOT 19 78| 80709. 09007. 16108. 16868. 99068. ILS. 98888. | ০৫ 
866 996 565 66Т 997 EET COT 99 cei 98888.0 8088.0 05//8.0 88848.0 


290/8.0 16196.0 ¿6898.0 


১৭ 


২৫৮ 


LTT 
60T 
сот 
96 


$06 
508 
908 
TIL 
954 


069 
899 
869 
109 
919 


599 
064 
org 


8 


ост OIL 76 64 89 LP TE 9T | GSI 977Т.5 6851.6 6511.0 960.5 6080.6 9990.8 8090. | 79 

20188 6) 89 FF 65 GT | 92 | 6090.5 6960.5 7050.5 2200.0 166.1 8916.T 9596.1 | .£9 
со 58 89 74 № LG ТІ | Z | 95061 9876.1 1766-Т 0186. 106.1 0968.1 2088.т | ০89 
69 LL T9 Ig 88 95 ST | „86 | 1088.Т 9198.1 9798-Т 8ТРӨЛ 16069. 918.1 009. | oT9 
78 GL 09 87 96 78 GE | 66] OFOS.T LTGL.T 96LL.T 9191.1 9882.1 16701 тбеһт | 09 
OGL LLO 999 те? 666 955 SIT] „08 | 50062. 27054. 10604. 99/69. 67989. 060/9. 80799. | .69 
9PL 689 666 957 056 SIG LOT | SIE | 85709. №8899. 99579. 98789. $6159. #2079. 88009. | 80 
৫0), 709 702 807 GOS TOS TOT | 26 | 68009. 50069. 18622. 69699. 99600. 542679. 18689. | -4G 
699 eic SP 586 186 TOT 96 | eg | 18669. 07080. 87059. 78018. 66106. 06167. 99587. | .99 
789 PPG GGP 696 clo TST 16 | pe | 99687. 06827. ТТУЭТ.Т T099F.T 809. GOLEP.T 91867 | .GG 
609 LIG TSP 976 695 GLT 98 | 598 | 01857. FEGI. 19017. ৪6107" 98868. 78786. 88948. | 70 
95৫ 867 TIF 606 LPG TOT 58 | ‚0р | 86946. 00896. 89608. 07158. 66676. 11988. 70058. | ০৪৪ 
бро Ті? 266 PIS 986 LET 84 | 276 | 70268. 70076. 0ТТІ8. 480806. 17965. 79/96. 766/5. | 69 
909 Таў 926 006 <66 OST Gh | 486 | 76615. 08645. 12795. 11150. 69675. 16676. 06785. | „19 
$09 ТЕР 098 885 915 PPT GL | 268 | 0678б.Т 89200. TEOGG.T 01616-Т 8690৮. 6886Т.Т ЧАТ6Т,Т | 06 
гө? STP 976 916 LOG SET 69 | OP | SLIGT. 74৪7, LLLLT. 98021. 90697. 12191. 26067. | об 
со? 166 568 996 661 GET 99 | ТР | LOST. 89671. 76987. 660617. 69867. єттї. 19017. 1০8৮ 
ор? 688 GIS 995 TOT LOL 79 | | 19011. ФІҒОТ. 02260. 16160. 96750. 39810. 16610. | AP 

TGF 067 896 LOG 976 FST Sot 19 | ০ | 46540. 81990. 76690. ৪১69০. 99/70. 89170. 89980. | SP 

719 ТІР 998 965 LEG SLT ӨТІ 69 | P | 69980. 62660.T 99650.Т TOLTO.T OLTTO.T 88600.т 00000.Т | .GP 
9 79 712709 12 428 109 109 0? 108 106 OT 0 

ооцелор ULN 


SINSDNVE TVUNLVN 


[১৭০৮4488881 киш লি 
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NATURAL TANGENTS 


TABLE III ] 


SINHONVI00 'IVHOLVN 


6 8B 4 ют 0% 08 5 09 109 

cot | 006 

ч °0 cot FLLETE 988.77 689.FTT 8666.08 1091.89 0068.19 | ০6৪ 
লা 
2 Jo o[8ue preus % Jo quouvjoo өү, ot | £969.86 9167.96 ৪179.76. 8606.00 7027.16 9906.06 [180.67 505 

: of | 1160.67 0920.81 8691.21 6679.97 8709.07 7760. 1006.?Т | о 
cv | LOOG.FT 1961.61 6961.81 £902.61 9098.51 698.11  TOGY.IT | ০9৪ 
oG | тову.тт 7620.17 GITL.OT 7988.01 0820.01 5884.6 7719.6 | ০৪ 
9 | 7719.6 6998.6 8600.6 695.8 9999.8 0976.8 6771.8 | ০88 
"Poywnqu; oq дошото Коца guya os oxoq | oh | 6771.8 0696.0 FOLLA 8969.4 1607. 1896.4 FSIT.L | 068 
Ápptdvx Аләл оЗизцо вәопәләрір әчү, o8 | PSIT.L 5896.9 6958.9 0169.9 9099.9 ৪৮৪৮.৪০ 8616.9 218 
১6 | вете0 0/61.9 7780.9 8916.0 8048.9 769,0 6129.5 | ০0৪ 
88h TOL 619 909 88р 006 695 GLT вв | 007 | 709.9. 1949.9 9787.2 9966.9 6608.9 1956.9 отта | ০6% 
640 989 614 667 996 665 006 OFT BL | (11 | 9771.2 8990.9 76867 5916.7 0878.7 600.19 97027 | 080, 
644 167 ОБР 816 ITE 876 OST FET ZO | 0 | 9701.» 0869. 98639 20147 76৮ 16867 97687 | ohh 
I8» LGP PLE 006 196 FIG O9T LOTE | EL | 91667 2716.7 66167 6991.2 9611.7 1190.77 6010.” | 9А 
SIP TAG 906 85 GEG GBT GSE 86 9P | L | 80107 2796.68 9816.8 7998.6 8058.8 094.6 TEELS | ০9 
998 906 985 776 706 €9T vcr T9 1р | (07 | teese 1080.6 01796 6909.5 9999.8 1959.8 71676 | ০৮ 
966 685 690 976 ТВТ FFT SOL GL 98 | 91 | 7287.8 ৫6৮৮৪ Т017-6 GILES 5076.6 5906.6 6045.6 | oSA 
066 80б 955 GOT ТОТ 661 16 79 58 | ০] | 60/5.6 Т/60.6 Т706.6 9121.6 2667.6 18018 06 | обл 
096 IEG 006 PAL GPT IIT /8 89 65 | ০৪ | 2410.6 GLFO.S SLTO- 1886.6 0096.5 61665 0%06.6 | oll 
986 605 EST LAT TET FOL SL бс 95 | 67 | 57065 0418.5 2098.5 6858.5 0861.6 40,6 GLPLG | ০০৮ 
GIG OGT 99T GPT GIT 96 94 LP FG | 200 | 9LvL.6 85645 9869.5 9719.6 1199.5 6159.5 1909.6 | ০69 
GGT PLT BGT OST GOL 18 99 Sh es | 010 | 1909.5 9589.5 9099.5 9889.5 6219.5 09675 1947.5 | ০৪৪ 
GLT -6ST бет GIL 007 08 09 OF 06 | ৫৫৫ | ISAT. 3797.5 5767.5 . GPIP.G 97685 0948.6 6996.5 | ০9 
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উচ্চমাধ্যমিক ত্রিকোণমিতি 
SOME USEFUL CONSTANTS 


One radian=57° 17’ 45" nearly = 206265” ; 
log 206265 = 573144955. 


7 = 814159265... i = 081830989... 
/9= 14149135... A3 = 17320508... 
5 = 92360679... N6= 94494897... 
МЛ 596451513... N8= 28984271... 

N10 = 31699776... 


SOME USEFUL LOGARITHMS 
log 2 = "30103 log 9 = 47719 
log б = "69897 log 7 = "84510 


